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RESUMO

Neste trabalho, sao avaliadas 8 sequéncias de insercao de pontos em
algoritmos incrementais para a geracao da tesselacdo de Delaunay. Quatro
dessas sequéncias sao consideradas pela primeira vez: H-Indezring, espiral,
rubro-negra em ordem e rubro-negra em largura. KEssas sequéncias foram
comparadas com: a sequéncia de insercao de pontos pela cut-longest-edge
kd-tree; com a sequéncia dada pela curva de Hilbert; com a curva de
Lebesgue; e também com sequéncia dada por insercao aleatéria de pontos.
Ao utilizar a biblioteca MPFR, foram testadas 6 distribuicoes de pontos
no quadrado unitdrio e 7 distribuicbes de pontos no cubo unitario. Os
algoritmos incrementais com as 4 sequéncias propostas neste trabalho nao
se mostraram competitivos com o algoritmo incremental com insercao de
pontos dada pela cut-longest-edge kd-tree. Mais especificamente, o algoritmo
incremental com insercao de pontos dada pela ordem da cut-longest-edge kd-
tree apresentou os menores custos computacionais na geracao das malhas,
em todas as distribuicoes de pontos, em testes realizados em estruturas
bidimensionais e tridimensionais.

Palavras-chave: geracao de malha; tesselacao de Delaunay; geometria
computacional e topologia; algoritmos incrementais; sequéncias de insergao;
distribui¢oes nao uniformes de pontos.



ABSTRACT

In this work, it is evaluated 8 insertion-point sequences in
incremental algorithms to generate the Delaunay tessellation. Four of these
sequences are considered for the first time: H-Indexing, spiral, red-black
tree in-order and red-black-tree in level-order traversal. These sequences
are compared with: point-insertion order given by cut-longest-edge kd-tree;
with the order given by Hilbert space-filling curve; with Lebesgue space-
filling curve and with the random point-insertion order. Using the GNU
MPEFR library, 6 dataset distributions were tested on unit square and 7
dataset distributions on the unit cube. The incremental algorithms with the
4 sequences that were proposed in this work are not competitive with the
incremental algorithm using the point-insertion given by cut-longest-edge
kd-tree. More specifically, the incremental algorithm using point-insertion
sequence in the order given by the cut-longest-edge kd-tree, shows the lowest
computational cost on mesh generation in tests carried out on 2D and on
3D.

Keywords: mesh generation; Delaunay tessellation; computational geometry
and topology; incremental algorithms; insertion sequences; non-uniform
point distributions.
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1 INTRODUCAO

Nesta secao, introduz-se o processo de geracao de malhas e o
contexto em que este trabalho estd inserido nesse processo. Também, serao
apresentados os objetivos e os passos realizados durante o desenvolvimento

deste trabalho para que esses objetivos fossem alcancados.

Os tépicos abordados na introducao deste trabalho serao
apresentados a seguir. Na subsecao 1.1, serdao apresentadas motivacoes e
a contextualizagdo em que este trabalho estd inserido. Na subsecao 1.2,
serd definido o problema de pesquisa abordado ao elaborar esta dissertagao.
Também, nessa subsecao, serao apresentados os objetivos ao se realizar
essa dissertacao. Na subsecao 1.3, serd descrito como este trabalho esta

estruturado.

1.1 Contextualizacao e motivagao

Esse trabalho estd inserido no processo de geracao de malhas, com
enfoque na geracao de malhas triangulares e tetraédricas. De maneira
similar a apresentada por Floriani, Kobbelt e Puppo (2004), considere
M como um conjunto finito de células conectadas no espaco Euclidiano
E? homeomérficas a um disco fechado. Entdo, M serd uma malha d-
dimensional se e, somente se, os interiores de qualquer par de células de
dimensao d de M sao disjuntos. Além disso, qualquer célula (d-dimensional)

de M possui limite com, no minimo, uma célula (d-dimensional) de M.

A geracao de malhas compoée a vasta quantidade de temas abordados

em geometria computacional e é uma area de pesquisa intensa, uma vez que
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o uso de malhas pode contribuir em diversas areas da ciéncia. Exemplos
de aplicacoes que utilizam geracao de malhas incluem processamento de
imagem, sistemas de informacao geografica, analise de propagacao de radio,

amostragem da populagao e interpolacao multivariada.

Nas ultimas décadas, o uso de malhas ocorreu, principalmente,
devido a necessidade de modelar dominios computacionais para a simulagao
de problemas fisicos e de engenharia, uma vez que existem situacoes em que
encontrar uma solugdo exata para um problema especifico nao é possivel
ou € invidvel. Métodos como o dos elementos finitos e dos volumes finitos
sao utilizados na simulacao de fenémenos fisicos, em que fluxo de fluidos,
transferéncia de calor e propagacao de onda eletromagnética sao exemplos

de fenomenos que podem ser simulados ao utilizar malhas.

A discretizagdo de uma equagao diferencial parcial em um dominio
acarreta em um erro numérico. Em geral, esse erro depende do formato
dos politopos que compoem a malha em que a equacgao diferencial parcial
é resolvida. O termo politopo abrange uma ampla classe de objetos
geométricos. Um politopo é um objeto geométrico com lados planos, que
existe em quaisquer dimensoes. Como exemplo, um poligono é um politopo

em duas dimensoes e um poliedro é um politopo em trés dimensoes.

A discretizacdo de um dominio pode ocorrer utilizando malhas
regulares ou malhas irregulares. Malhas regulares sao compostas por
politopos em que as relagoes de adjacéncia podem ser facilmente obtidas.
Porém, esse tipo de discretizacao pode nao ser eficiente para a representagao
de dominios descritos por geometrias complexas. Nesse caso, a utilizagao

de uma malha irregular para a discretizacdo do dominio pode ser a mais
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adequada. Malhas irregulares sao bastante versateis por conta de sua
capacidade em combinar diferentes formas de elementos com diversas formas
de dominio. Em malhas irregulares, o tamanho dos elementos pode variar,
de acordo com o dominio a ser discretizado. Porém, a utilizacado de malhas
irregulares pode acarretar em grandes erros de aproximagcao se os elementos

que compoem a malha forem de ma qualidade.

O particionamento de uma descricao geométrica que representa um
dominio fisico em elementos que contém o menor nimero de vértices é
necessario em areas diversas, em que modelagem dos sélidos, representagao
grafica e computacao grafica sao exemplos. Dessa maneira, malhas
triangulares sao as mais adequadas para a discretizacao de diversos
dominios computacionais bidimensionais e malhas tetraédricas sao tteis na
discretizagdo de dominios tridimensionais. Uma opcao de malha irregular
formada por tridngulos, em estruturas bidimensionais, e tetraedros, em
estruturas tridimensionais, e que possui aplicacdo em areas diversas é a

tesselagao de Delaunay.

A tesselacdo de Delaunay tem sido utilizada no desenvolvimento
de esquemas numéricos em uma grande variedade de disciplinas. Exemplos
incluem aplicagoes médicas (PALIWAL et al., 2013) e video-games (GYVES;
TOLEDO; RUDOMfN, 2013). As versoes bidimensionais e tridimensionais
dessa malha foram estudadas neste trabalho e os custos computacionais e
ocupagoes de memoria obtidos ao se utilizar diferentes ordens de insergao

de pontos em algoritmos incrementais sao apresentados.

Uma tesselagado de Delaunay ¢é uma estrutura que possui

propriedades matemadticas tteis para a criagdo de malhas triangulares e
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tetraédricas de qualidade. Em duas dimensoes, para um conjunto fixo de
pontos, essa triangulacao tem a propriedade de maximizacao do angulo
minimo. Essa propriedade otimiza critérios geométricos relacionados a
precisao da interpolagao e torna a triangulacao de Delaunay aplicdvel em

areas diversas.

1.2 Problema e objetivos da pesquisa

Existem diversos algoritmos propostos para a geragao da tesselacao
de Delaunay. Para uma revisao de algoritmos lineares para a geracao das
tesselacoes de Delaunay, em duas e em trés dimensoes, e do diagrama de

Voronoi, veja Oliveira, Nogueira e Tavares (2014).

Dentre os algoritmos para a geracao dessas malhas, Liu, Yan e
Lo (2013) apresentaram um algoritmo que estd, possivelmente, no estado
da arte para a geracao dessa malha em estruturas tridimensionais. J& o
algoritmo proposto por Lo (2013) é o provéavel estado da arte na geragao
da triangulacao de Delaunay. Porém, ha a possibilidade de que sejam
propostos novos algoritmos para a geragao dessa tesselagdo e que esses
algoritmos sejam mais eficientes que os algoritmos que estao no estado da

arte atualmente.

Os algoritmos propostos para a construcao da tesselacao de
Delaunay utilizam abordagens diversas. Exemplos de abordagens sao
de algoritmos que utilizam divisao e conquista, [lift mapping e insercao
incremental de pontos. Em algoritmos incrementais, sao diversas as
maneiras propostas que tratam como ocorrerd a inser¢do de pontos no

dominio. Isso porque o tempo para a construcao da tesselacao de Delaunay
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em um algoritmo incremental estd diretamente relacionado & ordem em que

os pontos sao inseridos.

Diferentes formas de insercéao de pontos no dominio para a geracao
da tesselacao de Delaunay serao avaliadas neste trabalho. Sera investigado
se a utilizacdo das curvas de preenchimento de Lebesgue e Hilbert, do
esquema de indexacao H-indering, da ordem espiral, da insercao aleatéria de
pontos e da ordem da arvore rubro-negra, utilizando os percursos em ordem
e em largura, para determinar a ordem em que os pontos serao inseridos,
poderao apresentar vantagens em relacao aos algoritmos que estao no estado
da arte para a tesselagao de Delaunay. Exemplos para essas vantagens sao a
obtencao de um custo computacional menor ou uma utilizacdo de meméria

menor pelos novos algoritmos.

1.3 Estrutura do trabalho

Este trabalho estd dividido em quatro partes, que sao: referencial
tedrico, metodologia e infraestrutura, resultados, para estruturas
bidimensionais e tridimensionais e conclusao. As subsecgOes estao

organizadas da maneira apresentada a seguir.

Na segao 2, é apresentado o referencial tedrico necessario para a
compreensao deste trabalho. Na secao 3, sao apresentadas a metodologia e
a infraestrutura necessarias para a realizagao deste trabalho. Nas secoes 4 e
5, sao apresentados, respectivamente, os resultados obtidos ao se utilizar
as diferentes ordens de insercao de pontos em algoritmos incrementais
em estruturas bidimensionais e tridimensionais. Finalmente, na secao 6,

conclusoes obtidas apds a realizacao desse trabalho serdao apresentadas.
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2 REFERENCIAL TEORICO

Nesta secao, serao apresentados os conceitos basicos relacionados a
tesselacao de Delaunay e os conceitos relacionados a sua estrutura dual, que
¢ o diagrama de Voronoi. Também, serd apresentado o algoritmo de Bowyer-
Watson e as ordens de insercao de pontos nos algoritmos incrementais que

serao implementados neste trabalho.

Na subsegao 2.1, apresenta-se a tesselagao de Delaunay. Na subsecao
2.2, é apresentado o diagrama de Voronoi, que é o dual geométrico da
tesselagao de Delaunay. Na subsecao 2.3, é apresentado o algoritmo de
Bowyer-Watson, que é um algoritmo incremental utilizado para a geragao

da tesselacao de Delaunay.

Nas demais subsecoes, sao apresentadas as ordens de insercao de
pontos em algoritmos incrementais utilizadas neste trabalho. Na subsecgao
2.4, é apresentado o esquema de insercao de pontos proposto por Liu, Yan e
Lo (2013), para a geracao da tesselagao de Delaunay. Na subsegao 2.5,
sdo conceitualizadas curvas de preenchimento de espaco. As curvas de
preenchimento de espaco de Hilbert e de Lebesgue, que foram utilizadas
neste trabalho, sao apresentadas nessa mesma subsecao. Nas subsecoes 2.6,
2.7 e 2.8, sao apresentados, respectivamente, o indexador H-indexing, a
ordem espiral e a drvore rubro-negra, que sao ordens de insercao de pontos

em algoritmos incrementais que também foram utilizadas neste trabalho.
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2.1 Tesselagao de Delaunay

Algumas das descrigoes apresentadas nesta secdo também podem ser
encontradas em Nogueira e Oliveira (2011a, 2011b, 2012). Esse trabalho se
restringe a malhas bidimensionais e tridimensionais, embora as defini¢oes
apresentadas a seguir possam ser estendidas para estruturas de dimensoes

aleatorias.

Uma tesselagao de Delaunay (7D), para um conjunto P de pontos,
deve atender a condicdo de Delaunay, que é: TD(P) é uma tesselagao
de Delaunay se nenhum circuncirculo (em estruturas bidimensionais) ou
circunsfera (em estruturas tridimensionais) que passa pelos elementos de

TD(P) contém pontos em seu interior.

Na Figura 1, observa-se uma triangulacao de Delaunay para um
conjunto de 7 pontos. Na Figura 1(a), apresenta-se o conjunto inicial de
pontos que serd utilizado para a construcao da triangulacao de Delaunay.
Na Figura 1(b), pode-se observar a triangulagdo de Delaunay gerada para
esse conjunto de vértices. Na Figura 1(c), pode-se observar cada um dos
triangulos da malha de Delaunay com seus circuncirculos correspondentes.
Um exemplo para uma tetraedrizacao de Delaunay gerada em um conjunto

de 50 pontos pode ser observada na Figura 2.

Na triangulacao de Delaunay, ocorre a maximizacao do angulo
minimo de todo triangulo da triangulacao e essa propriedade é conhecida
como MaxMin. A propriedade MaxMin foi inicialmente notada por Lawson
(1977) e contribuiu na popularizagdo da triangulagdo de Delaunay. A

propriedade MaxMin, segundo Shewchuk (1997b), ndo pode ser estendida
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S A

(a) Conjunto b) Triangulagao (c¢) Tridngulos de Delaunay
inicial de de Delaunay. e circuncirculos
pontos. correspondentes.

Figura 1 Triangulacao de Delaunay para um conjunto de sete pontos.

para dimensoes maiores que dois (NOGUEIRA, 2013).

Essa triangulagdo (ou tetraedrizacdo, em trés dimensodes) possui
a propriedade de unicidade. Na propriedade de unicidade, dado
conjunto de vértices, tem-se que é possivel gerar apenas uma triangulagao
(tetraedrizagao, em trés dimensoes) de Delaunay para esse conjunto. Essa
propriedade nao é vélida quando quatro (cinco, em trés dimensoes) ou mais
pontos sao cocirculares (coesféricos, em trés dimensoes). Para um caso como
esse, as triangulagoes (tetraedrizagoes, em trés dimensoes) que podem ser

geradas satisfazem a condicao de Delaunay.

De maneira similar a Nogueira (2013), uma triangulagao
(tetraedrizacao) ¢ estritamente de Delaunay se todas as arestas (faces) que
a compoe sao arestas locais (faces locais) de Delaunay. Uma aresta (face)

de Delaunay ¢é local se:

e pertencer somente a um triangulo (tetraedro) e este triangulo
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Figura 2 Tetraedrizagao de Delaunay para 50 pontos.

(tetraedro) pertencer a fronteira do fecho convexo da triangulagao

(tetraedrizagao); ou

e ¢é compartilhada por dois triangulos (trés tetraedros), digamos Aabc e
Aabe (Aabce e Aabcf) e o ponto e (ou f, na estrutura tridimensional)
estd fora do circuncirculo (da circunsfera) que passa por a, b e ¢ (a,

b, cee).

Para determinar se um ponto é interior ao circuncirculo, em
estruturas bidimensionais, ou a circunsfera, em estruturas tridimensionais,
os testes do circuncirculo, da circunsfera e testes de orientacdo devem ser
utilizados. Esses testes sao apresentados a seguir e foram retirados de
Shewchuk (1997a). A seguir, serd apresentada uma breve descrigao desses

testes.

Para verificar se um ponto é interior a um triangulo, é necesséario
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que os pontos do triangulo ¢ estejam em sentido anti-horédrio. O teste em
que se verifica se os pontos a, b e ¢ de ¢ estao em sentido anti-horario, em
duas dimensoes, é apresentado no teste de orientagao bidimensional(a,b,c),

que é dado a seguir.

Xa Ya 1
Teste de orientacao bidimensional(a,b,c) =1 x, vy, 1
Xe ye 1

Caso o resultado do teste de orientag¢ao bidimensional(a,b,c) seja
positivo, os pontos de ¢ estao em sentido anti-hordrio. Se for negativo, os
pontos de t estdao em sentido horario. Senao, o resultado é igual a zero
e os pontos sao colineares. Considerando que os pontos a, b e ¢ de um
triangulo ¢ estejam em sentido anti-horario, o teste do circuncirculo utilizado
para verificar se um ponto e é interior ao circuncirculo que passa por t é
apresentado a seguir. O teste do circuncirculo foi proposto por Guibas e

Stolfi (1985).

Xa Ya X§+Yﬁ 1

2.2
Xp Yo Xyt 1
Teste do circuncirculo(a,b,c,e) = Yo BT
Xe  Ye xg—i—y% 1

Xe Ye xg_"yg 1

No teste do circuncirculo(a,b,c,e), um valor positivo é retornado se

e ¢é interior ao circuncirculo que passa por t, é negativo se e é exterior ao
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circuncirculo que passa por t e é igual a zero se os pontos a, b, ¢ e e sao

cocirculares.

Os testes de orientacao e do circuncirculo podem ser estendidos para
estruturas tridimensionais. Em trés dimensoes, o teste de orientacao dos

pontos é dado da maneira apresentada a seguir.

Xa Ya Za 1

. L . Xp Yo oz 1
Teste de orientagao tridimensional(a,b,c,e) =

Xe Ye Ze 1

O resultado para o teste de orientag¢do tridimensional(a,b,c,e)
é maior que zero caso os pontos a, b, ¢ e e de um tetraedro tet
estejam em sentido anti-horario. O resultado para o teste de orientagdo
tridimensional(a,b,c,e) é menor que zero caso os pontos a, b, ¢ e e de um
tetraedro tet estejam em sentido horario. Sendo, o resultado do teste de
orientagdo tridimensional(a,b,c,e) é igual a zero e os pontos de tet sdo

coplanares.

Considerando que os pontos estao em sentido anti-horério, o teste da
circunsfera é realizado para verificar se um ponto e ¢é interior a circunsfera

que passa por tet. O teste da circunsfera é apresentado a seguir.



28

2 2 2
Xa Ya Za Xgt+Yy;t+2zg
2 2 2
Xp Yo W X5ty 3

Teste da circunsfera(a,b,c,e,f) =| x. y. z. x2+y2+z2

2 2 2
Xe Ye Ze Xg+Ye+Zg

Xfoyr oz Xpyiteg

No teste da circunsfera(a,b,c,e,f), um valor positivo é retornado se
f € interior ao circuncirculo que passa por tet, é negativo se f é exterior ao
circuncirculo que passa por tet e é igual a zero se os pontos a, b, ¢, e e f s&o

cocirculares.

Algoritmos que utilizam a triangulacao de Delaunay em simulagoes
podem ser encontrados, por exemplo, em Antony e Vigila (2013) e
Thirusittampalam et al. (2013). Essas aplicagoes da triangulagdo de
Delaunay foram, respectivamente, em segmentacao de imagens de células e
para um sistema de criptografia biométrica. Simulacoes como essas podem
ser beneficiadas quando se utilizam algoritmos para a geragao da tesselagao
de Delaunay com custo computacional baixo ou com baixa ocupacao de

memoria.

Ainda, a triangulacdo de Delaunay pode ser gerada por softwares

comerciais como o Matlab! e ANSYS ICEM CFD?. Outros softwares que

I'Matlab. Disponivel em: http://www.mathworks.com/products/matlab/. Data de
acesso: 13 ago. 2015.

2ANSYS ICEM CFD. Disponivel em: http://www.ansys.com. Data de acesso: 13 ago.
2015.
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geram a triangulacdo de Delaunay sao o DelPSC?, GTS?* e o QualMesh®.
A biblioteca The Computational Geometry Algorithms Library (CGAL)
6 ¢ uma das bibliotecas mais utilizadas para a geracao da tesselacdo de
Delaunay e do diagrama de Voronoi. Como exemplo, Liu, Yan e Lo (2013)
utilizam essa biblioteca para a geracao da tetraedrizacao de Delaunay. Por

padrao, a CGAL utiliza a ordem da curva de Hilbert para definir a ordem

em que os pontos serao inseridos no dominio.

Existem diversos algoritmos para a geracdo da tesselacao de
Delaunay. Esses algoritmos comegaram a ser propostos na década de 1970.
De acordo com Cheng, Dey e Shewchuk (2013), o processo de geracao de
malhas ndo estruturadas para o método dos elementos finitos comecgou em
1970 com o artigo de Frederick, Wong e Edge (1970). De acordo com
Cheng, Dey e Shewchuk (2013), no artigo de Frederick, Wong e Edge (1970),
descreve-se o primeiro algoritmo para a geragao da malha de Delaunay, o
primeiro método de avango de fronteira (advancing front method, que é
um método em que a estrutura final é obtida pela adicao progressiva de
elementos nas bordas da malha), e o primeiro algoritmo para a malha de
Delaunay no plano. De acordo com Cheng, Dey e Shewchuk (2013), o fato
ironico é que os autores desse artigo parecem nao ter conhecimento de que
a triangulacao que eles criaram era a triangulacao de Delaunay restrita,
uma variagao da triangulacao de Delaunay. De acordo com Cheng, Dey e

Shewchuk (2013), talvez esse artigo ndo seja bastante conhecido por estar

3DelPSC. Disponivel em: http://www.cse.ohio-state.edu/ tamaldey/delpsc.html.
Data de acesso: 13 ago. 2015.

4@TS. Disponivel em: http://gts.sourceforge.net/index.html. Data de acesso: 13 ago.
2015.

5QualMesh. Disponivel em: http://www.cse.ohio-
state.edu/ tamaldey/qualmesh.html. Data de acesso: 13 ago. 2015.

SCGAL. Disponivel em: https://www.cgal.org/. Data de acesso: 13 ago. 2015.
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duas décadas a frente de seu tempo. Para uma apresentagao de algoritmos
que geram a triangulacao de Delaunay e de algoritmos que geram o diagrama
de Voronoi, que € a estrutura dual da triangulacao de Delaunay e que sera

descrito na sec¢@o a seguir, veja Nogueira (2013).

A construgao da triangulacao de Delaunay ocorre, no pior caso, em
tempo O(n lg n). Porém, em 2003, com a proposta do algoritmo BRIO
(Biased Randomized Insertion Order (AMENTA; CHOI; ROTE, 2003)),
comecou-se a levar em consideracao a ordem em que os pontos sao inseridos
no dominio, a fim de ocorrer um maior nimero de acertos em cache. Na

Figura 3, observa-se um exemplo de como os pontos sao inseridos no BRIO.

Numero de pontos em cada round Numero necessario de rounds

(L JEL A S lg(n)+1

e e o e e e e e o .‘

1g(n)

lg-1
] 1
Figura 3 Exemplificagdo de como ocorrem as inser¢oes de pontos ao utilizar o
algoritmo BRIO.

Baseados na ideia de um nimero maior de acertos em memoria
cache e na nao aleatoriedade dos pontos de entrada, Liu e Snoeyink
(2005) apresentaram, em 2005, um algoritmo incremental para a geragao
da tetraedrizacao de Delaunay em que os pontos sao inseridos na ordem
da curva de Hilbert. Apesar de diversas propostas e simulacées nos anos
seguintes, provavelmente até o ano de 2013, esse algoritmo era o estado da

arte para a geracao de tesselagoes de Delaunay. Em 2013, Liu, Yan e Lo
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(2013) apresentaram um algoritmo incremental com desempenho superior ao
apresentado pelo algoritmo incremental utilizando a curva de Hilbert para
a geracao da tesselacao de Delaunay. E possivel que o algoritmo de Liu,
Yan e Lo (2013) esteja no estado da arte para a geragao da tetraedrizagao

de Delaunay.

Lo (2013) melhorou o esquema de Liu, Yan e Lo (2013) e propés um
esquema de insergao multi-grid. De acordo com Lo (2013), esse esquema
resultou em um algoritmo com comportamento aproximadamente linear,
para conjuntos de dados em que os pontos estao distribuidos de maneira
uniforme. Ainda, de acordo com Lo (2013), esse esquema de insercao multi-
grid foi mais estével e eficiente quando comparado aos esquemas de inser¢ao
utilizando a ordem da cut-longest-edge kd-tree como também dos resultados
obtidos ao utilizar um esquema de subdivisao regular do dominio. De acordo
com o0 mesmo autor, o esquema de divisao do dominio por malhas regulares
foi bastante sensivel a distribuicao de pontos e o esquema de insercao de
pontos em algoritmos incrementais utilizando a ordem da cut-longest-edge
kd-tree teve custo computacional alto para malhas com triangulos alongados.
Lo (2013) realizou teste com até 100 milhdes de pontos em diferentes
distribuicoes de pontos. Para maiores detalhes, veja Oliveira, Nogueira e

Tavares (2014).

2.2 Diagrama de Voronoi

O diagrama de Voronoi foi nomeado dessa maneira por Delaunay
(1934). Delaunay (1934) dedicou suas notas sobre esferas vazias a Voronoi

(1908); porém, o nome tesselagao de Dirichlet também pode vir a ser
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empregado para fazer referéncia a essa estrutura e os poligonos de Vononoi
também podem ser nomeados como regides de Dirichlet ou como politopos
de Thiessen. Nesta dissertacao, sera utilizada apenas a denominagao de
diagrama de Voronoi e de poligonos de Voronoi. Um diagrama de Voronoi
¢ um tipo especifico de decomposicao de um espago e é utilizado em
areas diversas, tais como epidemiologia, geofisica, meteorologia, computagao

gréafica e robética (NOGUEIRA, 2013).

O diagrama de Voronoi é determinado pelas distancias para um
conjunto de pontos no espaco. Considere § C R como um conjunto de
n pontos geradores p; no espaco Euclidiano, para 1 <i <n. O politopo de
Voronoi P, de um ponto gerador p; é o conjunto de todos os pontos no R? que
sao mais préoximos a p; do que a qualquer ponto gerador em S. Formalmente,
para uma dimensao d maior ou igual a 2, cada politopo é um conjunto de
pontos P, = {p e RY: (Ip; € S)(¥Yp; €S) |lp—pil| <|lp—pjll, comi#jAl<
i,j <n} (OLIVEIRA; NOGUEIRA; TAVARES, 2014).

O diagrama de Voronoi é definido como uma estrutura dual da
tesselagdo de Delaunay. Dessa maneira, é possivel a transformacgao da
triangulacdo (tetraedrizacdo) de Delaunay em diagrama de Voronoi e vice-
versa. Na Figura 4, pode ser observada uma particao do diagrama de

Voronoi e a triangulacao de Delaunay correspondente.

O diagrama de Voronoi é utilizado em simulagoes diversas. Wood
(2013), por exemplo, utiliza o diagrama de Voronoi na modelagem de células.
Também, ha patentes de algoritmos que utilizam o diagrama de Voronoi
para suas aplicagoes. Continuous. .. (2013), por exemplo, utiliza o diagrama

de Voronoi no eshoco de né de distribuicao fisica.
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(a) Triangulagao de (b) Diagrama de Voronoi. (¢) Triangulagao de Delaunay

Delaunay. e diagrama de Voronoi
correspondente.

Figura 4 Representacao da dualidade entre a triangulacao de Delaunay e do
diagrama de Voronoi. Adaptado de Nogueira (2013).

2.3 Algoritmo de Bowyer-Watson

Esse algoritmo é chamado de algoritmo de Bowyer-Watson pois
Bowyer (1981) e Watson (1981) publicaram, simultaneamente, em uma
mesma edicao, de uma mesma revista, algoritmos similares para a geragao
das malhas de Voronoi e de Delaunay. O algoritmo de Bowyer (1981) foi
proposto para a geragao do diagrama de Voronoi e o algoritmo de Watson
(1981) foi proposto para a tesselacdo de Delaunay. Neste trabalho, o
algoritmo de Bowyer-Watson é um utilizado na geracao da tesselacao de

Delaunay.

O algoritmo de Bowyer-Watson é incremental, ou seja, a cada
iteracao, um ponto p ¢é inserido na malha de Delaunay. Nesse algoritmo,
apds a insercao de p, sao verificados circuncirculos (ou circunsferas) que
contém p. Para verificar se um circuncirculo (em estruturas bidimensionais)

contém p, os testes de orientacao e do circuncirculo devem ser utilizados.
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Em estruturas tridimensionais, para realizar essa verificagdo, os testes
de orientacao e da circunsfera devem ser utilizados. Esses testes sao

apresentados na subsecao 2.1.

Caso um circuncirculo que passa por um triangulo (ou uma
circunsfera que passa por um tetraedro, em estruturas tridimensionais)
contenha p, esse tridngulo (tetraedro) deve ser armazenado. Os tridngulos
(tetraedros) armazenados s@o removidos da triangulagao (tetraedrizagao) e
novos tridngulos (tetraedros) sao formados pela conexao de p com elementos
da borda da cavidade formada apds a remocgao dos triangulos (tetraedros).
Os passos que devem ser executados apds a inser¢do de um ponto na

triangulagao de Delaunay podem ser observados na Figura 5.

(a) Triangulagao inicial de (b) Inser¢ago do ponto p (c) Tridngulos com o
Delaunay. na triangulacdo de circuncirculo invadido
Delaunay. Sa0 removidos e
triangulos validos para
a malha de Delaunay

sao criados.

Figura 5 Exemplificagao do algoritmo de Bowyer-Watson

Um pseudocodigo apresentando os passos necessarios para a geracao
da tesselacao de Delaunay utilizando o algoritmo de Bowyer-Watson é
apresentado na Figura 18. Esse algoritmo recebe um conjunto de pontos P e
esse conjunto serd utilizado para a construcao da tesselacao de Delaunay. O

rearranjo dos pontos de entrada, apresentado na linha 2 desse pseudocddigo,
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ocorre, neste trabalho, utilizando a ordem das curvas de preenchimento de
espaco de Lebesgue e de Hilbert, da ordem da arvore rubro-negra, com os
percursos em ordem ou em largura, da ordenacao espiral, do esquema de
indexagao H-indexing, do percurso em largura na cut-longest-edge kd-tree
ou através da insercao aleatéria dos pontos na malha. Esses esquemas de

insercao de pontos sao apresentados nas subsecoes a seguir.

Entrada: conjunto de pontos P = {pi1,p2,-*+,pu}-
Saida: tesselagdo de Delaunay TD(P).

1 inicio

2 rearranje os pontos de entrada pi,p2,-- -, Pn;

3 construa st, que é um supertriangulo (tetraedro) que

contém todos os os pontos de P;

4 insira st em TD(P); i + 1;

5 enquanto (i < |P|) faca

6 list_t + @,

7 localize um tridngulo (tetraedro) ¢ cujo circuncirculo
(circunsfera) contém p;;

8 insira ¢t em list_t;

9 para cada (tridngulo (tetraedro) t, adjacente aos
tridngulos (tetraedros) armazenados em list_t) faga

10 se (o circuncirculo (circunsfera) de t, contém p;)

entao insira t, em list_t;

11 fim para cada

12 remova de TD(P) tridngulos (tetraedros) armazenados
em list_t;

13 insira, em TD(P), tridngulos (tetraedros) formados pela
conexao de p; com elementos da borda da cavidade
formada apés a remocgao de triangulos (tetraedros)
armazenados em [ist_t;

14 14— i+1;

15 fim enquanto

16 remova de TD(P) os tridngulos (tetraedros) que contém

vértices do supertridngulo (supertetraedro);

17 retorna TD(P);

18 fim

Figura 6 Algoritmo incremental para gerar a malha de Delaunay.
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2.4 Algoritmo de Liu, Yan e Lo

Uma estrutura de dados utilizada para o particionamento do espaco
em dimensoes aleatérias é a arvore de dimensao k, denominada kd-tree, que
foi proposta por Bentley (1975). De maneira genérica, uma kd-tree é uma
arvore bindaria cujos nds que possui tém k coordenadas. Exceto pelos nods
folhas, cada né dessa arvore gera, implicitamente, um hiperplano que divide

o espaco em duas partes, que sao conhecidos como semiespacos.

Para essa drvore bidimensional (tridimensional), cada né tem as
coordenadas z e y (z, y e z) e, para a construcao dessa arvore, inicialmente,
subdivide-se o plano na mediana do eixo z; em seguida, subdividem-se os
semiplanos em relacao a mediana do eixo y. Em estruturas tridimensionais,
subdivide-se o espaco na mediana do eixo z; em seguida, subdividem-se os
semiespacos em relacao a mediana do eixo y e, finalmente, subdividem-se
os semiespacos em relacao a mediana do eixo z. Esse processo continua de
forma que sejam realizadas rotacoes que alternam o eixo z, o eixo y € o
eixo z (em estruturas tridimensionais) para a realizagao das subdivisdes. O
processo de divisao dos semiespagos ocorre até que haja apenas um ponto
no semiespaco. Nao é possivel construir uma kd-tree cujos dados de entrada
possuam diferentes dimensoes; ou seja, todos os dados armazenados na kd-
tree devem ter o mesmo numero de coordenadas. Na Figura 7, pode-se
observar um exemplo, para um conjunto de sete pontos e em dimensao dois,

para a construcao da kd-tree.

Na Figura 8, é apresentado um pseudocddigo de como é realizada
a construgao da kd-tree em estruturas bidimensionais. Esse pseudocddigo

pode ser estendido para uma kd-tree de dimensao aleatdria. Note que, a
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(a) Conjunto inicial de pontos. (b) A mediana é definida em relagdo a = e é pa.
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(c) A mediana dos subplanos, a esquerda, é py, e, a direita,
é p7 e é definida em relagdo ao eixo y. Os nés py, p3,
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Figura 7 Construgao da kd-tree.

cada chamada recursiva desse algoritmo, o valor da variavel nC deve ser

incrementado e esse valor deve ser inicializado em 0.

Liu, Yan e Lo (2013) modificaram a estrutura kd-tree e obtiveram
bons resultados no custo computacional de algoritmos incrementais para a
geracao da tetraedrizacdo de Delaunay. A modificacdo para essa estrutura
é denominada cut-longest-edge kd-tree. Nesse algoritmo, os pontos sao
inseridos no dominio de acordo com o percurso em largura na cut-longest-

edge kd-tree.

De acordo com os resultados apresentados por Liu, Yan e Lo
(2013), o desempenho do algoritmo utilizando a ordem de inser¢do de
pontos dada pela cut-longest-edge kd-tree apresentou desempenho superior
ao desempenho apresentado pelos algoritmos que utilizaram a ordem de
insercao de pontos na ordem da curva de Hilbert e dos algoritmos utilizando

o BRIO, especialmente para distribui¢oes nao uniformes de pontos. Além
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Entrada: conjunto de pontos P; nivel corrente, nC, da kd-tree.
Saida: né corrente v da kd-tree.

1 inicio

2 se (|P|=1) entao retorna v;

3 senao

4 se (nC % 2 = 0) entao ordene P pelas coordenadas z
dos pontos;

// se o resto da divis8o de nC é igual a zero,
ordene P pelas coordenadas dos pontos em

5 senao ordene P pelas coordenadas y dos pontos;

// caso contrario, se o resto da divisdo de nC
é igual a um, ordene P pelas coordenadas
dos pontos em y

6 v < ponto na mediana de P;

7 P, < conjunto de pontos que estao a esquerda de v;
8 P, < conjunto de pontos que estao a direita de v;

9 Viest < Constr6iKdTree(P, nC'+1);

10 Viight < ConstréiKdTree(P,, nC+1);

11 fim se

12 retorna v;

13 fim

Figura 8 Constr6iKdTree.

disso, de acordo com Liu, Yan e Lo (2013), o custo computacional
apresentado ao utilizar a ordem da kd-tree original para determinar a ordem
em que os pontos sao inseridos no dominio é superior ao custo computacional

ao se utilizar a insercao de pontos na ordem da cut-longest-edge kd-tree.

Na cut-longest-edge kd-tree, constréi-se uma caixa delimitadora
(bounding box) e realiza-se 0 mesmo esquema de corte que é realizado na
kd-tree original. Porém, o esquema de corte ocorre na maior aresta do
dominio. De acordo com Liu, Yan e Lo (2013), esse esquema permite que

sejam criadas regides de tamanho mais homogéneo que o esquema da kd-tree
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original, pois se consideram as diferentes dimensoes da estrutura. Na Figura
9, pode-se observar um exemplo para a construcao da cut-longest-edge kd-

tree em dimensao dois.
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Nje)

o) pP.RR| |PRR
(o2e] 91 ﬁg 8 4 @ 172" 73 7

(a) Conjunto inicial de pontos. (b) A maior diferenga entre as coordenadas ocorre em
z, cuja mediana é p4.

RER R
D®E ®®)

(¢) A maior diferenga & esquerda é em y e, & direita, é
em z, cujas medianas sdo p; e pg. Os demais nds
sao folha.

~0

i R o
R 5

Figura 9 Construgao da cut-longest-edge kd-tree.

2.5 Curvas de preenchimento de espago

Uma curva de preenchimento de espaco é uma curva em que todo
o seu intervalo percorre um hipercubo d-dimensional completo. Cantor
(1878) demonstrou que havia uma correspondéncia de um-para-um entre o
intervalo unitario e o quadrado unitario e questionou sobre a possibilidade
de um intervalo [0,1] poder ser mapeado, bijetivamente, no quadrado
unitario. Eugen Netto (1879) mostrou que tal mapeamento bijetivo é,
necessariamente, descontinuo. Desconsiderando-se a questao da bijecao,
a questao tornou-se sobre a possibilidade de se obter um mapeamento

sobrejetor continuo de [0,1] em um quadrado unitério (SAGAN, 1994). Um
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mapeamento sera sobrejetor caso o contradominio do mapeamento seja igual

ao seu conjunto imagem.

Peano (1890) descobriu uma curva de preenchimento de espago que
gera um caminho hamiltoniano nas particbes do quadrado unitdrio. A
curva de Peano representou a resposta sobre a possibilidade de haver um

mapeamento sobrejetor continuo em um intervalo do dominio.

Hilbert (1891) descobriu outra curva de preenchimento de espaco.
A curva de Peano foi definida de maneira puramente analitica e a
abordagem de Hilbert foi de maneira geométrica. Muitas outras curvas
de preenchimento foram descobertas apds a curva de Hilbert. Exemplos
para essas curvas sao as de Lebesgue (1904), Sierpinski (1912) e de Gosper.
A curva de Gosper é uma curva de preenchimento de espago descoberta
por William Gosper, em 1973, e que foi introduzida por Gardner (1976).
InformacGes detalhadas sobre curvas de preenchimento de espago podem
ser encontradas em Sagan (1994). A seguir, as curvas de preenchimento de

espago de Hilbert e de Lebesgue sao apresentadas.

2.5.1 Curva de Hilbert

A curva de Hilbert (1891) é uma curva de preenchimento de espaco
d-dimensional. De acordo com Haverkort (2011), embora as propriedades da
curva de Hilbert permitam que a mesma seja tinica em duas dimensodes, nao
estd claro qual é a melhor maneira de generalizar essa curva para espagos

de dimensao d.

Essa curva é construida de maneira recursiva e, a cada iteragao, em

casos bidimensionais, a curva de Hilbert contém quatro cépias da curva da
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iteracao anterior e as quatro copias da curva sao rotacionadas de forma que
cada saida de uma curva possa ser unida a entrada da proxima. Essa curva
bidimensional permite que os objetos a serem ordenados possuam uma boa

localidade entre si, o que torna a curva de Hilbert 1til em diversas aplicagoes.

Ao propor essa curva, em estruturas bidimensionais, Hilbert (1891)
provou que um intervalo I pode ser mapeado de maneira continua em
um quadrado . Com isso, apds particionar ) em quatro subquadrados
congruentes, cada subintervalo pode ser mapeado, de maneira continua,
em um dos subquadrados. Caso essas subdivisoes ocorram no infinito,
e Q serdo particionados em 22" réplicas congruentes, para n = 1, 2, ---.
Dessa maneira, Hilbert (1891) demonstrou que os subquadrados podem
ser rearranjados de forma que subintervalos adjacentes correspondam a
subquadrados adjacentes com uma aresta em comum e as relacoes entre os
subquadrados sejam mantidas Sagan (1994). Na Figura 10, pode-se observar

trés niveis da curva de Hilbert bidimensional.

L A
L L
1 I
HEEN T L

RSN pp R
L [ ] |
H—H-H—

(a) Curva  de  Hilbert (b) Curva de  Hilbert (c) Curva  de  Hilbert
com um nivel de com dois niveis de com trés niveis de
refinamento. refinamento. refinamento.

Figura 10 Curva de Hilbert bidimensional.

De acordo com Haverkort (2011), as propriedades que fazem com
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que a curva de Hilbert seja tinica em duas dimensoes, nao sao validas para
estruturas tridimensionais. Segundo o mesmo autor, as propriedades da
curva de Hilbert tornam possiveis a construcao de 10.694.807 curvas de

preenchimento de espago estruturalmente diferentes em trés dimensoes.

Na curva de Hilbert tridimensional, o cubo original é subdividido
em oito subcubos e a curva de Hilbert deve ser rotacionada de forma que
a saida de um subcubo represente a entrada do préximo subcubo. Caso
essas subdivisdes ocorram no infinito, o intervalo serd particionado em 23"
réplicas congruentes, para n = 1, 2, ---. Na Figura 11, pode-se observar um

exemplo da curva de Hilbert tridimensional.
Bﬁ

(a) Curva de Hilbert com um nivel (b) Curva de Hilbert com dois niveis
de refinamento. de refinamento.

Figura 11 Curva de Hilbert tridimensional.

A curva de Hilbert foi empregada, a partir da versao 4, na
Computational Geometry Algorithms Library - CGAL (2012), para a
ordenacao espacial de pontos inseridos na tesselagao de Delaunay. Na CGAL

(2012), utiliza-se a curva de Hilbert e o algoritmo BRIO.
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2.5.2 Algoritmo de Liu e Snoeyink

O algoritmo incremental de Liu e Snoeyink (2005) foi proposto
para a geracao da tetraedrizacdo de Delaunay em conjuntos de pontos
bem distribuidos no dominio. Até 2013, quando foi proposto o algoritmo
incremental utilizando a ordem da cut-longest-edge kd-tree para a insercao
dos pontos, o algoritmo de Liu e Snoeyink (2005) era o provavel estado
da arte para a geracao de tesselagoes de Delaunay, tanto em estruturas

bidimensionais quanto em estruturas tridimensionais.

Nesse algoritmo, a ordem da curva de Hilbert determina a sequéncia
em que os pontos serao inseridos no dominio. Para ordenar um conjunto
de vértices pela ordem dessa curva, nesse algoritmo, subdivide-se o dominio
em 2% subdivisdes, em que i é grande o suficiente para que poucos passos
recursivos, ou seja, novas subdivisoes mais internas das subdivisoes, sejam
necessarios. Dessa maneira, vértices proximos nessa visita, no espaco
euclidiano, tém indices da curva de Hilbert proximos. Liu e Snoeyink (2005)
utilizaram o algoritmo counting sort para a ordenacgao dos indices da curva

de Hilbert, que é um algoritmo que pode ocorrer em tempo linear.

Em uma versao nao publicada e gentilmente nos enviada pelo
Professor Doutor J. Snoeyink, Snoeyink e Liu (2013) comparam a eficiéncia
em se utilizar a ordem de quatro curvas de preenchimento de espaco em
algoritmos incrementais. Essas curvas foram: de Gray (1953) e Hilbert
(1891), ordenac@ao em Z e a ordenac¢do pela linha principal. Esses autores
também testaram a insercao de pontos em ordem aleatdria. Na ordenacao
Gray, utiliza-se um sistema binario numérico, em que a representacao de

dois valores sucessivos na ordem de Gray diferem em somente um bit. Na
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ordenagao pela linha principal, associam-se os pontos na primeira coluna a
valores entre {1, 2, ---, 2k}, Na i-ésima coluna, os pontos sdo ordenados de

{(i-1)x2K+1, -+, -+ 2K},

Segundo Snoeyink e Liu (2013), as diferencas entre os tempos de
execugao com a utilizagao dessas curvas nao foi impressionante. Os autores
afirmaram ter escolhido a curva de Hilbert por conta da pequena vantagem
obtida no que se refere ao tempo de execugao ao utilizar a ordem dessa

curva em relacao as demais ordens de insercao de pontos.

Liu e Snoeyink (2005) compararam o algoritmo incremental
utilizando a ordem da curva de Hilbert para a insercao de pontos com
os algoritmos CGAL Devillers (1998), Boissonnat et al. (2002), QHull
(CLARKSON, 1992), Barber, Dobkin e Huhdanpa (1996) e Pyramid
(SHEWCHUK, 1998) O algoritmo de Liu e Snoeyink (2005) obteve os

melhores custos computacionais dentre os algoritmos utilizados em testes.

O algoritmo de Liu e Snoeyink (2005) representou uma mudanga no
conceito de desenvolvimento de algoritmos com comportamento linear para
a geracao de tesselagoes de Delaunay. Desde sua publicacao, os algoritmos
com comportamento linear para a geragao da tesselagao de Delaunay sao,
em sua maioria, incrementais e utilizam a insercao de pontos em uma ordem

pré-determinada (OLIVEIRA; NOGUEIRA; TAVARES, 2014).

2.5.3 Curva de Lebesgue

A curva de preenchimento de espaco de Lebesgue foi proposta
em Lebesgue (1904). Essa curva também é chamada de Z-order e de

indexador de Morton (BADER, 2013). De maneira geomética, basicamente,
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as aproximacoes unem os centros dos quadrados da esquerda para a direita,
de baixo para cima e da esquerda para a direita novamente. Embora neste
trabalho tenha-se utilizado o percurso da esquerda para a direita, de baixo
para cima e da esquerda para a direita, variacoes desses percursos podem
ser encontradas (por exemplo: da direita para a esquerda, de baixo para
cima, da direita para a esquerda; de cima para baixo, da esquerda para a

direita, de cima para baixo).

De maneira analitica, essa curva é associada ao conjunto de conjunto
de Cantor. O conjunto de Cantor possui subconjuntos de valores de forma
que [0,1] sdo definidos como limites para esse conjunto. Nesse conjunto,
retira-se o terco do meio de cada um dos intervalos dos conjuntos criados
na iteragao anterior. Na Figura 12, pode-se observar a curva de Lebesgue

bidimensional em trés passos.

: — (\ RN
\ \\>
\ I \ I~
(a) Curva de Lebesgue (b) Curva de Lebesgue (c) Curva de Lebesgue
com um nivel de com dois niveis de com trés niveis de
refinamento. refinamento. refinamento.

Figura 12 Curva de Lebesgue bidimensional.

A versao tridimensional dessa curva ¢é equivalente a versao
bidimensional. Na versao tridimensional, o dominio é subdividido em oito

subcubos. Para cada subcubo, visitam-se as subdivisoes da mesma forma
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que no dominio bidimensional; porém, subcubos cujas coordenadas em 2z
sao menores que a metade das coordenadas z do cubo original sao visitados
primeiro que os subcubos que contém coordenadas z cujos valores sao
maiores que a metade do valor da coordenada z do cubo original. Na Figura
13, pode-se observar a curva de Lebesgue tridimensional, com um e com dois

niveis de recursao.

(a) Curva de Lebesgue com um nivel (b) Curva de Lebesgue com dois
de refinamento. niveis de refinamento.

Figura 13 Curva de Lebesgue tridimensional.

2.6 Esquema de indexagao H-indexing

Um esquema bidimensional para indexacao de malhas chamado H-
indexing foi proposto por Niedermeier, Reinhardt e Sanders (2002). Esse

esquema é baseado em uma variante bidimensional da curva de Sierpinski.

Niedermeier, Reinhardt e Sanders (2002) provaram que o H-indezing
possui localidade melhor que os indexadores de Hilbert. Além disso, segundo
os autores, hé a conjectura de que o H-indexing é 6timo na preservacao de

localidade, dentre todos os indexadores de malha.
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No esquema de indexacao H-indexing, as coordenadas para x(7)
e y(i), na i-ésima iteragao, sao definidas, recursivamente, da maneira
apresentada a seguir. Considere que | = k-1, g = 221 e h = 2273, Com

isso, tem-se

2K 1 —x(i—2%1) se i > 22!
2hpx(i—3-2271) se 42271 > >3.221
x(() =492l —1—x(3-2%1—1—), se 3-24"1 > j>2.2%"!

x(22 —1—i), se 2-2271 > 1 > 221

0,sei<1

2K 1 —y(i—2%1) se i > 22!
2 y(i—3-2271), se 4.2 > > 3221
y(i) =<2 —y(3. 221 1), se 3-22"1 5 i >2.241
22— 1 —y(2% —1—i), se 2-2%71 > 1 > 227!

i, sei<l1

Na Figura 14, pode ser observada a construcao da H-indering em

trés passos. Nessa figura, os valores para k sao 1, 2 e 3.

O esquema de indexagao H-indexring fol proposto somente para
indexagoes bidimensionais. Por esse motivo, para utilizar esse esquema em
estruturas tridimensionais, optou-se por, inicialmente, ordenar o conjunto
de pontos por suas coordenadas em z e, logo apds, aplicar o esquema de

indexacao bidimensional em pontos com mesmas coordenadas em 2.
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(a) H-indezing com valor de (b) H-indezing com valor (c) H-indexing com valor de
k igual a um. de k igual a dois. k igual a trés.

Figura 14 Indexador H-indezing.

2.7 Ordem espiral

A ordenagao em espiral de um conjunto de pontos foi proposta em
Duff, Erisman e Reid (1976). Neste trabalho, na ordem espiral, o dominio
é percorrido da esquerda para a direita, de baixo para cima, da direita para
a esquerda e de cima para baixo. Esse trajeto ocorre novamente, de forma
mais interna, até que todas as subdivisdes do dominio sejam percorridas.
Caso dois ou mais pontos estejam em uma mesma subdivisdo, o esquema
de indexacao é aplicado novamente nessa subdivisao. Na Figura 15, pode
ser observado um exemplo em que se percorre um conjunto de pontos em

ordem espiral. Nesse exemplo, é utilizado um conjunto de cem pontos.

Assim como ocorreu ao utilizar o indexador H-indexing, para utilizar
a ordem espiral em estruturas tridimensionais, optou-se, inicialmente, por
ordenar o conjunto de pontos por suas coordenadas em 2z Logo apds,
aplicou-se o esquema de ordenacao em espiral bidimensional em pontos com

mesmas coordenadas em z.
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28 27 26 25 24 23 22 21 20 19
2958 57 56 5554 5352 5118
305980797877 76755017
3160 8194939291 7449 16
32 6182951009990 7348 15
3362 8396979889 7247 14
34 63 84 858687887146 13
3564 65 66 67 68 69 70 45 12
36 37 38394041 42434411
1 2 3 456 7 8 910

Figura 15 Ordem espiral para um conjunto de cem pontos.

2.8 Arvore rubro-negra

A arvore rubro-negra, proposta por Guibas e Sedgewick (1978), é
aproximadamente balanceada, porque nenhum caminho da raiz até uma
folha é duas vezes maior que outro (OLIVEIRA, 2011). Oliveira (2011)
ainda explica que em uma arvore com algum tipo de balanceamento, pode-
se mostrar que a altura maxima dessa arvore ¢é limitada por um fator

logaritmico.

As operacoes de insercao, exclusao, intercalacao e divisdo na arvore
rubro-negra ocorrem em tempo O(lg n), em que n é o nimero de elementos
da arvore. Cada né interno contém uma chave e esse né possui ligacao para
outros dois nds, que podem ou nao ser externos. Nés externos nao contém
chaves e tém ligacGes para ponteiros nulos. Além disso, cada né possui
uma cor, que pode ser vermelha ou preta. Esse esquema binario de cores
permite que a arvore permaneca balanceada. Essa arvore também possui

as seguintes propriedades:

e a raiz e as folhas sado pretas;
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e se um né é vermelho, entao, seus dois filhos sao pretos;

e para cada né preto, em todos os possiveis caminhos, desde esse né até

um no folha, o nimero de nés pretos é o mesmo.

Na Figura 16, pode-se observar um exemplo de arvore rubro-negra

para um conjunto de dezessete pontos.

Figura 16 Arvore rubro-negra para um conjunto de oito pontos.

2.8.1 Insercao aleatéria de pontos

O algoritmo incremental utilizando a insercao aleatéria de pontos
pode ser considerado a forma mais trivial de algoritmo incremental para a
geracao da tesselacao de Delaunay. Ao inserir os pontos de maneira aleatéria

no dominio, nao ocorre uma reordenacao dos pontos de entrada.

Ou seja, nesse algoritmo, ao contrario do que ocorre com os demais
algoritmos incrementais apresentados neste trabalho, nao ocorre mudancas
nos dados de entrada. Isso permite que o algoritmo incremental para a
geracao da tesselacao de Delaunay seja mais facilmente implementado que

os demais algoritmos incrementais.
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3 METODOLOGIA E INFRAESTRUTURA

Nesta sec@o, apresentam-se a metodologia e os equipamentos
necessarios para o desenvolvimento deste trabalho. Na subsecao 3.1,
apresentam-se os equipamentos que foram utilizados. Na subsegao 3.2
¢é apresentada a metodologia de pesquisa realizada. Na subsecao 3.3,
apresenta-se a metodologia de desenvolvimento utilizada neste trabalho. Na
subsecao 3.4, hd uma explicagao genérica para os algoritmos desenvolvidos.
Na subsecao 3.5, apresentam-se justificativas para as ordens de insercao de
pontos selecionadas para implementacao. Na subsecgao 3.6, é apresentada a
estrutura de dados utilizada nos algoritmos bidimensionais desenvolvidos.
Na subsecao 3.7, apresenta-se a estrutura de dados utilizada nos algoritmos
tridimensionais implementados. Finalmente, na subsecao 3.8, é realizada

uma descricao das ordens de insercao de pontos utilizadas neste trabalho.

3.1 Equipamentos

Para a realizacao dos testes, foram utilizadas trés maquinas. Essas

estagoes de trabalho sao apresentadas a seguir.

e (M1) HP® Core™ i3 CPU 550 3.20 GHz;
e (M2) Dell Intel® Core™ i3-2120 CPU 3.30 GHz;
e (M3) Dell Intel® Core™ i3-2100 CPU 3.10 GHz (Intel; Santa Clara,

CA, USA).

Para as trés maquinas, o sistema operacional utilizado é o Ubuntu

14-04 LTS 64 bits, com kernel 3.13.0-39 generic e 4MB de mémoria cache
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na maquina M1, e kernel 3.13.0-43 generic com 3MB de memoria cache nas
méquinas M2 e M3. Em relagdo a memoria principal, as maquinas M1 e
M3 contém 16GB e a maquina M2 contém 8GB de memoria principal. A

memoéria principal nas trés maquinas ¢ DDR3 1333MHz.

3.2 Metodologia de pesquisa

A metodologia de pesquisa utilizada neste trabalho iniciou-se com
um estudo do problema de algoritmos para a geracao da triangulacao de
Delaunay, do diagrama de Voronoi e da tetraedrizagao de Delaunay. Dentre
os algoritmos estudados, foram verificados os algoritmos que ocorriam em
tempo linear. O resultado obtido nesse estudo de algoritmos lineares para
a geracao das malhas de Delaunay e do diagrama de Voronoi pode ser
verificado em Oliveira, Nogueira e Tavares (2014). Nesse trabalho de
pesquisa de algoritmos lineares para a geracao da tesselacao de Delaunay e
do diagrama de Voronoi, foram encontrados 34 algoritmos lineares que sao

utilizados para a construcao dessas malhas.

Notou-se que, a partir da proposta do algoritmo BRIO, por Amenta,
Choi e Rote (2003), os algoritmos lineares para a geragao da tesselacao de
Delaunay e do diagrama de Voronoi, eram, em sua maioria, algoritmos
incrementais. Além disso, grande parte dos algoritmos lineares propostos a
partir do ano de 2003 foram utilizados para a tesselacao de Delaunay. Por
esse motivo, optou-se pela abordagem incremental, que foi utilizada para
a construcao da tesselacao de Delaunay. As justificativas para a escolha
das ordens de insercdo de pontos que foram selecionadas para teste sao

apresentadas adiante, na subsecgao 3.5.
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3.3 Metodologia de desenvolvimento

Para o alcance dos objetivos deste projeto, foram desenvolvidos
c6digos computacionais na linguagem C+4, que realizavam a construgao
da tesselacao de Delaunay em duas e em trés dimensoes. A biblioteca GNU
MPFR com 256 bits de precisao foi utilizada para a obtencao de resultados

mais precisos para os testes do circuncirculo, da circunsfera e de orientagao.

Os algoritmos incrementais implementados utilizam as ordens das
curvas de preenchimento de espago de Hilbert e Lebesgue, a insergao
aleatéria de pontos, a ordem da arvore rubro-negra, com os percursos em
ordem e em largura, a ordem espiral, a ordem determinada pelo indexador
H-indexing e a ordem da arvore cut-longest-edge kd-tree para determinar a
ordem em que ocorrerao as insercoes de pontos na tesselacao de Delaunay.
Em estruturas bidimensionais, 6 distribuicoes de pontos foram utilizadas
para teste. Em estruturas tridimensionais, 7 formas de distribuicao de
pontos foram utilizadas para teste. Essas distribuicbes de pontos, em
estruturas bidimensionais e tridimensionais, ocorreram de maneira uniforme

e nao uniforme no intervalo unitério.

3.4 Explicagao genérica para os algoritmos desenvolvidos

De maneira genérica, a seguir, serao apresentados o0s passos
necessarios para a construcao da tesselacao de Delaunay utilizando o
algoritmo incremental utilizado neste trabalho. Para a geracao da tesselagao
de Delaunay, em duas e em trés dimensoes, utilizou-se o algoritmo de

Bowyer-Watson, que foi apresentado na subsegao 2.3.
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Nesse algoritmo, um ponto p, de um conjunto P, é inserido a cada
iteracao na malha de Delaunay. Independente da ordem utilizada, todos os
pontos armazenados em P devem ser inseridos. Para todos os algoritmos
desenvolvidos, exceto no algoritmo que realiza a insercdo aleatdria de
pontos, inicialmente, ocorreu uma reordenacdo dos pontos de entrada. A
reordenacgao dos pontos de entrada ocorreu utilizando-se as seguintes ordens:
cut-longest-edge kd-tree, ordem das curvas de Hilbert e de Lebesgue, H-
indexing, ordem em espiral e a drvore rubro-negra, com 0s percursos em
ordem e em largura. A ordem resultante apds a reordenacgao dos pontos de
entrada é utilizada para determinar a ordem em que os pontos devem ser

inseridos no dominio.

Para iniciar o algoritmo, constréi-se um supertriangulo
(supertetraedro), que é um tridngulo (tetraedro) que contém todos os
pontos do dominio. A cada nova insercdo, realiza-se uma busca para
verificar um triangulo (tetraedro) ¢ inicial cujo circuncirculo (circunsfera)
contém p. Sabendo-se qual é o tridngulo (tetraedro) ¢ cujo circuncirculo
(circunsfera) contém p, verifica-se se os circuncirculos (circunsferas)
dos triangulos (tetraedros) adjacentes a ¢ contém p. Os tridngulos
(tetraedros) adjacentes a cada novo triangulo (tetraedro) cujo circuncirculo
(circunsfera) contém p também devem ser verificados. A busca por
tridngulos (tetraedros) cujo circuncirculo (circunsfera) contém p ocorre
até que a lista de triAngulos (tetraedros) a serem verificados esteja vazia.
Em todas as verificacoes, os testes de orientagao, do circuncirculo (em
estruturas bidimensionais) e da circunsfera (em estruturas tridimensionais),

apresentados na subsecao 2.1, sao realizados.

Todos os triangulos (tetraedros) cujo circuncirculo (circunsfera)
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contenha p devem ser destruidos. Os tridngulos (tetraedros) na borda
da cavidade formada apés a destruicao dos triangulos (tetraedros) devem
ser unidos a p. A lista de adjacéncia dos triangulos (tetraedros) deve ser
atualizada de acordo com as inser¢oes e remogoes de triangulos (tetraedros).
O préximo ponto armazenado em P, apds a ordenacao, deve ser inserido na
malha. Os passos apresentados anteriormente sao realizados para esse novo
ponto. O processo de inser¢ao de pontos ocorre até que todos os pontos em

P estejam inseridos no dominio.

Apés a insercao de todos os pontos que estdao em P, os vértices
que pertencem ao supertriangulo (supertetraedro) devem ser removidos.
Por esse motivo, todos os triangulos (tetraedros) que contém vértices do
supertriangulo (supertetraedro) devem ser excluidos. Dessa maneira, é
gerada a triangulacdo (tetraedrizacao) de Delaunay. Essa abordagem de
construcao incremental da tesselacdo de Delaunay foi implementada neste

trabalho.

3.5 Justificativa para a escolha das ordens de insergao

A seguir, s@o apresentadas justificativas para a escolha das
ordens de insercao de pontos para os algoritmos incrementais que foram

implementadas neste trabalho.

o (Cut-longest-edge kd-tree: essa ordem de insercao de pontos apresenta
custo computacional inferior ao custo computacional obtido ao utilizar
a ordem da curva de Hilbert em algoritmos incrementais para a
geracao da tesselacao de Delaunay. Como a insercao de pontos na

ordem da curva de Hilbert era o provavel estado da arte na geracao da
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tesselagao de Delaunay e a insercao de pontos na ordem da cut-longest-
edge kd-tree apresentou desempenho superior ao da curva de Hilbert;
atualmente, esse algoritmo é o possivel estado da arte na geracao da
tetraedrizagao de Delaunay. Por esse motivo, o algoritmo incremental
utilizando a ordem do percurso em largura na cut-longest-edge kd-tree

para a insercao dos pontos é utilizado.

Curva de Hilbert: a insercao de pontos utilizando a ordem da curva
de Hilbert foi implementada neste trabalho porque o algoritmo que
utiliza a ordem dessa curva para a insercao de pontos em algoritmos
incrementais era o possivel estado da arte na geracao de tesselagoes
de Delaunay, até o ano de 2013. O uso da ordem dessa curva, para
determinar a ordem em que os pontos eram inseridos no dominio,
apresentou melhores custos computacionais que diversos algoritmos
incrementais. Como exemplo, a inser¢ao de pontos, na ordem da curva
de Hilbert, apresentou custo computacional inferior ao apresentado
pelo algoritmo BRIO, em experimentos realizados por Liu e Snoeyink
(2005); também, a ordem da curva de Hilbert apresentou custos
computacionais menores que os obtidos ao utilizar a ordem das curvas
de Peano e de Sierpinski, em algoritmos incrementais, em testes

realizados por Schrijvers, Bommel e Buchin (2012).

Curva de Lebesgue: Schamberger e Wierum (2005) realizaram testes
com as curvas de Hilbert, de Lebesgue, de Sierpinski e de BQ-
indexing, proposta em Wierum (2002), para particionamento de
malhas.  Schamberger e Wierum (2005) notaram que, para os
dados dispostos em uma estrutura espiral e com dados distribuidos

de maneira uniforme, a curva de Lebesgue apresentou melhores
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resultados que as demais curvas testadas. Com a curva de Lebesgue,
foi necessaria uma menor quantidade de partigoes do dominio, quando
comparado as particoes necessarias pelas demais curvas testadas por
Schamberger e Wierum (2005). Embora a inser¢ao de pontos em
algoritmos incrementais utilizando a ordem da curva de Lebesgue
tenha sido utilizada por Snoeyink e Liu (2013), os testes desses autores
nao ocorreram em estruturas bidimensionais e, os testes no 3D nao
ocorreram nas 7 distribuicoes de pontos utilizadas neste trabalho.
Além disso, os testes de Snoeyink e Liu (2013) néo ocorreram no cubo

unitéario.

H-indexing: Niedermeier, Reinhardt e Sanders (2002) provaram
que o H-indexing possui indexadores melhores que os indexadores
de Hilbert. Além disso, Niedermeier, Reinhardt e Sanders (2002)
apresentaram uma conjectura de que o H-indexing representa o 6timo
na preservacao da localidade. Como Niedermeier, Reinhardt e Sanders
(2002) afirmam que os indexadores da H-indexing sdao melhores
indexadores que os de Hilbert e a insercao de pontos utilizando a
ordem da curva de Hilbert era o possivel estado da arte na geracao
da tesselagdo de Delaunay até o ano de 2013, serd verificado se a
utilizacao desse indexador pode apresentar vantagens em relacao as
demais ordens de insercao de pontos que serao implementadas neste

trabalho.

Espiral: em Duff e Meurant (1989), estudaram-se 17 métodos de
ordenacao e os efeitos da ordenacao das incégnitas de sistemas de
equacoes lineares oriundas de discretizagoes de diferencas finitas sobre

a convergéncia do método do gradiente conjugado pré-condicionado.
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Duff e Meurant (1989) concluiram que ordenagoes locais, isto é,
ordenagoes em que os nés vizinhos na malha base tém ntmeros que
nao estao muito distantes entre si, apresentam resultados melhores que
as demais formas de ordenacoes. Porém, segundo os mesmos autores,
a ordenacao em espiral, que nao é local, apresentou bons resultados

para todos os conjuntos de testes.

e Arvore rubro-negra: Duff e Meurant (1989), no mesmo trabalho
em que foram realizados os testes com a ordem espiral, descrito
anteriormente, também mostraram que a ordem dada pela arvore
rubro-negra era competitiva com as outras 16 sequéncias testadas.
Esse esquema também foi avaliado por ser muito conhecido e
na tentativa de encontrar uma &arvore que apresentasse melhores

resultados de tempo que os apresentados pela cut-longest-edge kd-tree.

e Insercao aleatoria de pontos: essa insercao foi utilizada em testes por
ser o esquema mais bédsico para que os pontos sejam inseridos. Além
disso, a insercao aleatéria dos pontos serd utilizada para verificar o
custo computacional de um algoritmo incremental sem que haja a

fase de reordenacao dos pontos.

As curvas de preenchimento de espaco de Peano e Sierpiriski nao
foram implementadas neste trabalho. Isso ocorreu pois Schrijvers, Bommel
e Buchin (2012) mostraram que o desempenho de algoritmos incrementais
utilizando a sequéncia dada por essas curvas para a insercao dos pontos
apresentaram custos computacionais superiores ao custo computacional ao

se utilizar a ordem da curva de Hilbert.
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3.6 Estruturas de dados para a triangulagao de Delaunay

A estrutura de dados utilizada para armazenar os pontos que
serao inseridos na triangulacao é dada a seguir, na struct coordenadas,
apresentada na Figura 17. Nessa figura, x e y sao as coordenadas dos pontos

e numero é uma referéncia tinica a cada um dos pontos.

struct coordenadas{
double x, y;
int nimero;

};

Figura 17 Estrutura de dados utilizada para armazenamento das coordenadas dos
pontos.

Cada ponto recebe um identificador, que é 1inico, e que é armazenado
na variavel nuimero. A varidvel numero é util para a atualizacdo dos
triangulos na malha, apds as operagoes de insercao e remocao de um
triangulo.  Os valores armazenados em X, y e numero permanecem

inalterados, até o final da execugao do algoritmo.

Sabe-se que cada tridngulo da malha é formado por 3 pontos. Na
estrutura de dados utilizada nas implementacoes e que é apresentada a
seguir, na struct tridngulo, dada na Figura 18, considera-se que cada
triangulo é formado pelos pontos pl, p2 e p3. Os valores de pl, p2 e p3
sao referéncias para os pontos ja inseridos na malha. Os valores de pl, p2
e p3 sao definidos de acordo com o valor armazenado na varidvel nimero,
que pode ser acessado na struct coordenadas. Na struct triangulo, a
variavel nimeroTriangulo ¢ utilizada para armazenar um identificador tnico
para cada tridngulo. O identificador niimeroTriangulo é utilizado para a

manutencao da lista de triangulos adjacentes.
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struct tridnguloq
int pl, p2, p3, nimeroTridngulo;

+s

Figura 18 Estrutura de dados utilizada para armazenamento dos triangulos da
malha.

Apods uma operacdo de remocao, um tridngulo invalido para a
triangulacao de Delaunay deve ser removido da lista de triangulos da malha.
Apdbs uma operacao de insercao, um triangulo contendo os pontos pl, p2 e

p3 é inserido na lista de triangulos da malha.

Para a utilizacdo do algoritmo de Bowyer-Watson, é necessario que
sejam armazenadas as relagoes de adjacéncias entre os tridngulos da malha.
Exceto para os tridngulos da borda, cada triangulo da malha é adjacente
a 3 tridngulos. Os tridngulos da borda sao adjacentes a, no méaximo, 2

triangulos.

A estrutura de dados utilizada para a manutencao das adjacéncias
é a struct listaDeAdjacéncia, que é apresentada na Figura 19. As
adjacéncias de um tridngulo sao armazenadas nas variaveis adjl, adj2 e
adj3. Os valores de adjl, adj2 e adj3 sdo definidos de acordo com a varidvel

nimeroTriangulo, que é armazenada na struct triangulo.

struct listaDeAdjacénciaf{
int adjl, adj2, adj3;
s

Figura 19 Estrutura de dados utilizada para armazenamento das adjacéncias.

A cada operacao de exclusdo de um tridngulo, a lista de

triangulos adjacentes ao tridngulo removido deve ser atualizada. Ou
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seja, o identificador do tridngulo removido deve ser retirado da lista de
adjacéncia de todos os triangulos adjacentes a ele. A cada operacao de
insercao, verificam-se novos triangulos adjacentes, ou seja, triangulos que
compartilham arestas. Caso um triangulo ¢ seja adjacente a t’) t’ é

armazenado na lista de adjacéncias de t e t é armazenado na lista de

adjacéncias de t’.

3.7 Estruturas de dados para a tetraedrizagao de Delaunay

As estruturas de dados utilizadas para a geracao da tetraedrizacao de
Delaunay sao equivalentes as estruturas de dados utilizadas para a geragao
da triangulagao de Delaunay. A estrutura de dados utilizada para armazenar
os pontos que serao inseridos na tetraedrizagao é apresentada a seguir, na
struct coordenadas, dada na Figura 20. Nessa estrutura, considere que
X, y e z sao as coordenadas dos pontos e nimero é uma referéncia tnica a

cada um dos pontos.

struct coordenadas{
double x, y, Z;
int numero;

};

Figura 20 Estrutura de dados utilizada para armazenamento das coordenadas dos
pontos.

Assim como ocorre na estrutura bidimensional, no algoritmo
tridimensional, cada ponto recebe um identificador, que é tnico, e que
é armazenado na varidvel nimero. A varidvel niimero é utilizada na
atualizacao dos tetraedros na malha, apds as operacoes de insercao e

remoc¢ao de um tetraedro. Os valores armazenados em x, y, z e nimero
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devem permanecer inalterados até que seja finalizada a execucao do

algoritmo.

Sabe-se que cada tetraedro da malha é formado por 4 pontos. Na
estrutura de dados utilizada nas implementacoes, apresentada na struct
tetraedro, dada na Figura 21, considera-se que cada tetraedro é formado
pelos pontos pl, p2, p3 e p4. Os valores de pl, p2, p3 e p4 sdo referéncias
a pontos ja inseridos na malha e esses nimeros sao definidos de acordo
com a varidvel nimero, utilizada na struct coordenadas. Também, cada
tetraedro possui um identificador tnico, que é armazenado na varidvel
nimeroTetraedro. O identificador ntimeroTetraedro é utilizado para a

manutencao da lista de tetraedros adjacentes.

struct tetraedrof{
int pl, p2, p3, p4, nimeroTetraedro;
3

Figura 21 Estrutura de dados utilizada para armazenamento dos tetraedros da
malha.

Apébs uma operacao de remocao, um tetraedro invalido para a malha
de Delaunay é removido da lista de tetraedros. Apds uma operagao de
inser¢ao, um tetraedro contendo os pontos pl, p2, p3 e p4 é inserido na

lista de tetraedros da malha.

Também, é necessario armazenar as relacées de adjacéncias entre
os tetraedros da malha. Exceto para tetraedros na borda da malha, que
sao adjacentes a, no maximo, 3 tetraedros, cada tetraedro é adjacente a
4 tetraedros. Para representar as adjacéncias entre os tetraedros, utiliza-
se, neste trabalho, a struct listaDeAdjacéncia, apresentada na Figura

22. As adjacéncias de um tetraedro sao armazenadas em adjl, adj2, adj3 e
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adj4, cujos valores sao definidos de acordo com a variavel niimeroTetraedro,

armazenada na struct tetraedro.

struct listaDeAdjacénciaf{
int adj1l, adj2, adj3, adj4;
s

Figura 22 Estrutura de dados utilizada para armazenamento das adjacéncias.

A cada operagdo de remocao, a lista de tetraedros adjacentes
ao tetraedro removido deve ser atualizada. Ou seja, o identificador do
tetraedro removido deve ser retirado de todas as listas de adjacéncias
dos tetraedros adjacentes a esse tetraedro invadido. A cada operagao
de insercao, verificam-se novos tetraedros adjacentes, ou seja, tetraedros
que compartilham faces. Caso um tetraedro t seja adjacente a t’, t’ é

armazenado na lista de adjacéncias de t e t é armazenado na lista de

adjacéncias de t’.

3.8 Descricao das ordens de insergao implementadas

Nas subsecoes a seguir, descrevem-se as ordens de insercao de pontos
implementadas neste trabalho. Essas descricoes sao apresentadas para as

ordens de insercao de pontos em estruturas bidimensionais e tridimensionais.

3.8.1 Cut-longest-edge kd-tree

No algoritmo da cut-longest-edge kd-tree, as coordenadas z, y e z (em
estruturas tridimensionais) dos pontos sao, inicialmente, valores inteiros.

Essas coordenadas possuem valores inteiros pois os algoritmos de ordenacao
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sao mais eficientes para a ordenacao de valores inteiros. Apds a construgao
da cut-longest-edge kd-tree, essas coordenadas sao convertidas para valores
entre 0 e 1. Nesse algoritmo, utilizou-se a estrutura Ponto, apresentada na
Figura 23. Considere que, z, y e z, sdo, respectivamente, as coordenadas z,

y e z de um ponto.

Ponto(int x, int y, int z){
coordenadas [0] X;
coordenadas [1] = y;
coordenadas [2] Z;

3

int coordenadas [3];

Figura 23 Estrutura de dados utilizada para armazenamento dos pontos na cut-
longest-edge kd-tree.

Na struct RefDimensao, apresentada na Figura 24, armazenam-
se 0 maior e o menor valor das coordenadas z, y e z (armazenados,
respectivamente, nas varidveis maior e menor), a mediana do intervalo
(armazenada na varidvel mediana) e o intervalo que contém a maior
diferenga entre as coordenadas z, y e z (armazenado na varidvel dimensao).

Essa estrutura é apresentada a seguir.

struct RefDimensao{
int maior, menor, mediana, dimensao;

}

Figura 24 Estrutura de dados auxiliar utilizada na cut-longest-edge kd-tree.

Para cada no inserido na arvore, sao armazenadas informacoes sobre
os nés filhos. Além disso, sdo armazenadas as coordenadas z, y e z, que estao
armazenadas na estrutura Ponto e se o corte foi realizado em z, y ou z.

Essas informacgoes sao armazenadas na estrutura No, que é apresentada na
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Figura 25.

No(int dimensao, Ponto valor){
esq = dir = NULL; //nés filhos vazios
this->valor = valor; //coordenadas do ponto
this->dimensao = dimensao; //eixo em que ocorre a
subdivisdo do dominio

Figura 25 Estrutura para armazenamento dos nés da cut-longest-edge kd-tree.

As duas fungbes principais desse algoritmo sdo apresentadas nas
Figuras 26 e 27. Na Figura 26, apresenta-se o algoritmo em que ocorre,
efetivamente, a construcao da cut-longest-edge kd-tree. Nesse algoritmo, o
valor inicial das varidveis inf e sup sao, respectivamente, 0 e o niimero total
de pontos da cut-longest edge kd-tree. Ja na varidvel P, sao armazenados os
pontos utilizados para a construcao da cut-longest-edge kd-tree na iteragao

corrente.

A funcao obterMaiorDimensao, apresentada na Figura 27, é uma
funcao auxiliar para o algoritmo apresentado na Figura 26. No algoritmo
apresentado na Figura 27, os indices iniciais (inf) e finais (sup) e o conjunto

de pontos P sao passados pelo algoritmo apresentado na Figura 26.

No algoritmo apresentado na Figura 26, os pontos sdao ordenados
utilizando o algoritmo bucket sort. O algoritmo bucket sort é um algoritmo
de ordenacao em que o conjunto de pontos inicial é subdividido em um
ntimero finito de recipientes (buckets). Cada recipiente é entdo ordenado

individualmente.

Neste trabalho, os pontos foram inseridos de acordo com o percurso

em largura na cut-longest-edge kd-tree. Ao realizar o percurso em largura,
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Entrada: inteiros: inf, sup, dimensao;
conjunto P de pontos tipo Ponto.
Saida: Ponto v a ser inserido na cut-longest-edge kd-tree.

1 inicio

2 se (inf=sup) entao retorna NULL;

3 se (sup-inf=1) entdo retorna No(P[inf], dimensao);

4 RefDimensao dCorte<—obterMaiorDimensao(inf, sup, P);
// verificag8o do intervalo de maior diferenga
entre as coordenadas; P serd ordenado se
dCorte.dimensao é diferente de dimensao (que é
o intervalo de maior diferenga do né pai)

5 se (dCorte.dimensao#dimensao) entao

6 se (dCorte.dimensao=0) entao ordena P pelas
coordenadas z dos pontos;

7 senao

8 se (dCorte.dimensao=1) entao ordena P pelas

coordenadas y dos pontos;

9 senao ordena P pelas coordenadas z dos pontos;

10 fim se

11 fim se

12 Ponto pMed« P|[inf+dCorte.medianal;

13 v + No(dCorte.dimensao, pMed); // N6 raiz de uma
subarvore, dado pela mediana do intervalo

// chamadas recursivas para os pontos a esquerda e
a direita de pMed, respectivamente

14 v->esq < constréiCutLongestEdgeKDTree (inf, inf +

dCorte.mediana, dCorte.dimensao);

15 v->dir « constréiCutLongestEdgeKDTree (inf +

dCorte.mediana+1, sup, dCorte.dimensao);

16 retorna v;

17 fim

Figura 26 constréiCutLongestEdgeKDTree.

visita-se, inicialmente, o né raiz da arvore. Logo apds, visitam-se os nés
filhos f1 e f2, a esquerda e a direita, respectivamente, desse né raiz. Logo
apds, cada um dos filhos de fI e f2 sao visitados. Esse processo ocorre até
que todos os nés da arvore sejam percorridos. Ao utilizar o percurso em
largura, todos os nés que estao em um mesmo nivel sdo visitados de forma
que, somente apds a visita de todos os nés de um mesmo nivel, possam ser

percorridos nés do nivel inferior da drvore.
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Entrada: inteiros: inf, sup;
conjunto P de pontos do tipo Ponto.
Saida: dCorte, que é uma variavel do tipo RefDimensao.

1 inicio
2 inteiros: maior[3], menor[3], med[3], maiorl, maiorD, 4,d<0;
3 enquanto (d<3) faca
// verificagdo para todos os pontos em P, nas
coordenadas z (d=0), y (d=1) e z (d=2)
4 maior|d]<—-eo; menor|d]<— oo; i¢—inf;
5 enquanto (i<sup) faga
// verifica se é necessario atualizar os
valores de menor[d] e maior[d]
6 se (P[i].coordenadas[d]>maior[d]) entao
7 maior[d] < P[i].coordenadas|d];
8 se (P[i].coordenadas|[d]<menor[d]) entao
9 menor|[d] < P[i].coordenadas|d];
10 i—i+1;
11 fim enquanto
12 se (maior[d]-menor|d]>maior]l) entao
// atualizagdo do intervalo de maior
diferenga entre as coordenadas
13 maiorl<+—maior[d]-menor[d]; maiorD<d;
14 fim se
15 med[d]«(sup-inf)/2; d<d+1;
16 fim enquanto
17 RefDimensao dCortes— &;
18 dCorte.maior<—maior[maiorD];
dCorte.menor«menor[maiorD];
19 dCorte.medianas<—med[maiorD]; dCorte.dimensao<—maiorD;
20 retorna dCorte;
21 fim

Figura 27 obterMaiorDimensao.

3.8.2 Curvas de Hilbert e de Lebesgue

Nas implementacoes bidimensionais, ao se utilizar a ordem das
curvas de Hilbert ou de Lebesgue para definir a ordem em que os pontos

22k subdivisées, de forma que

devem ser inseridos, o dominio é dividido em
k é um numero grande o suficiente para que cada subdivisao contenha uma
quantidade pequena de pontos. Caso uma subdivisdo contenha mais de um
ponto, essa subdivisao é dividida, novamente, em 4 subquadrados, até que

cada subdivisao contenha apenas um ponto.
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Quando dois ou mais pontos, em estruturas bidimensionais, caem
em uma mesma subdivisdo, é necessario realizar uma nova subdivisao do
intervalo. Para isso, utiliza-se a estrutura de dados quadtree, em que
sao armazenadas referéncias para os pontos que estdo em uma mesma
subdivisdo. A quadtree é uma arvore em que cada né contém, no maximo,
quatro nos filhos. Na implementacao utilizada neste trabalho, os valores
das coordenadas z e y, que estao entre 0 e 1, sdo convertidos para valores
inteiros. Para esses valores inteiros, o indice das curvas de Hilbert ou de

Lebesgue correspondente é calculado.

A ordenacado dos pontos de acordo com as curvas de Hilbert e de
Lebesgue, em estruturas tridimensionais, ocorre de maneira similar a que
ocorre em estruturas bidimensionais. Em estruturas tridimensionais, o
domfnio é dividido em 23 subdivisdes, de forma que k£ é um nimero grande
o suficiente para que cada subdivisdo contenha uma quantidade pequena
de pontos. Em algoritmos tridimensionais, quando dois ou mais pontos
caem em uma mesma subdivisao, utiliza-se a estrutura de dados octree,
estrutura em que sao armazenadas referéncias para os pontos que estao em
uma mesma subdivisdo. A octree é uma arvore em que cada nd contém,
no maximo, oito nés filhos. Na implementacao utilizada neste trabalho, os
valores das coordenadas z, y e z, que estao entre 0 e 1, sdo convertidos para
valores inteiros. Para esses valores inteiros, o indice das curvas de Hilbert

ou de Lebesgue correspondente é calculado.

Conforme descrito anteriormente, existem diversas formas de
geracao da curva de Hilbert tridimensional. A versdo da curva de Hilbert
tridimensional utilizada neste trabalho é apresentada em Robaina et al.

(2010).
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Para ordenar os indices das subdivisoes, utilizou-se o algoritmo
radiz-sort. O radiz-sort é um algoritmo em que a ordenacao dos dados
ocorre pelo processamento dos digitos de maneira individual. Esse algoritmo
ocorre, no pior caso, em tempo O(nk), em que n é o nimero de pontos e k

¢ o nimero maximo de digitos dos nimeros que estao sendo ordenados.

3.8.3 H-indexing

Neste algoritmo, o dominio é dividido em 2% subdivisoes e a cada
subdivisao é associado um indice do H-indexing. Caso dois ou mais pontos
estejam em uma mesma subdivisao, o esquema de indexacao utilizando
a ordem dada pelo H-indexing é aplicado novamente nessa subdivisao.
Em testes, observou-se que os custos computacionais obtidos ao utilizar-
se valores menores ou iguais a 4096 x 4096 para o numero de subdivisoes
do dominio, a indexacao dos pontos ocorria com custo computacional
mais baixo que o custo computacional para o nimero de subdivisoes
utilizado neste trabalho. Porém, ao se utilizar esses valores, os custos
computacionais obtidos para a construcao da triangulacao de Delaunay eram
superiores aos custos computacionais com valores acima de 4096 x 4096
subdivisoes. Também, ao utilizar valores menores ou iguais a 4096 x 4096,
os custos computacionais obtidos em diferentes execugoes de uma mesma
instancia variavam de maneira considerdvel. Por esse motivo, adotou-se uma

subdivisao inicial da malha de 8192 x 8192 em estruturas bidimensionais.

Ao utilizar a ordem do indexador H-indexing em dominios
tridimensionais, os pontos sao ordenados, inicialmente, por suas

coordenadas em z Logo apds, pontos que possuem a mesma coordenada z
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sao ordenados utilizando a ordem do indexador H-indexing. Caso dois ou
mais pontos estejam em uma mesma subdivisao, o esquema de indexacgao
utilizando a ordem H-indexing é aplicado novamente na subdivisao. Para

todas as ordenagoes, utilizou-se o algoritmo radiz-sort.

3.8.4 Ordem espiral

Neste algoritmo, conforme descrito anteriormente, o dominio é
percorrido da esquerda para a direita, de baixo para cima, da direita para
a esquerda, de cima para baixo. Esse caminho é realizado até que todas
as subdivisdes do dominio sejam percorridas. Caso dois ou mais pontos
estejam em uma mesma subdivisao, o esquema de indexacao utilizando a

ordem espiral é aplicado novamente na subdivisao.

Em esquemas bidimensionais, notou-se que, ao utilizar valores altos,
geralmente acima de 4000 x 4000, para a subdivisao do dominio, os
custos computacionais para a construcao da triangulagao de Delaunay eram
altos. Além disso, valores acima de 7000 x 7000 subdivisées do dominio
tornavam invidvel o uso da ordem espiral para a construgao da triangulagao
de Delaunay. Em testes, em geral, o valor que apresentou melhores
custos computacionais foi o de 2000 x 2000 subdivisoes. Esse nimero
de subdivisoes do dominio foi utilizado para todos os testes realizados em

estruturas bidimensionais.

Ao utilizar a ordem espiral em dominios tridimensionais, os pontos
sao ordenados, inicialmente, por suas coordenadas em z. Logo apds, pontos
de mesma coordenada z sao ordenados utilizando a ordem espiral. Caso dois

ou mais pontos estejam em uma mesma subdivisao, o esquema de indexacao
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utilizando a ordem espiral é aplicado novamente na subdivisao. Para todas

as ordenacoes de pontos, utilizou-se o algoritmo radiz-sort.

3.8.5 Arvore rubro-negra

Na arvore rubro-negra, as cores vermelha e preta sao utilizadas. Por
esse motivo, neste trabalho, foi necessaria a utilizacdo das estruturas de

dados apresentadas nas Figuras 28 e 29.

enum corDoNé6{
VERMELHO, PRETO //cores possiveis de um né
3

Figura 28 Estrutura auxiliar utilizada na construcao da arvore rubro-negra.

Cada no6 inserido na arvore contém os dados conforme apresentado
na struct rubroNegralN6. Nessa estrutura, x, y e z sao, respectivamente,
as coordenadas z, y e z de um ponto, cor é a cor do né inserido e esq e
dir sdo ponteiros para os nos filhos do né. A struct rubroNegralN6 é

apresentada na Figura 29.

struct rubroNegraNé {
double x, y, z; //coordenadas x, y e z de um ponto
int cor; //cor do né
struct corDoNé *esq, *dir; //nés filhos

};

Figura 29 Estrutura de dados utilizada para a construgao da arvore rubro-negra.

A varidvel cor é inicializada como vermelha. Caso ocorra, apds uma,
operacao de inser¢ao na arvore rubro-negra, de um né vermelho ter um né
filho vermelho ou o niimero de nés pretos de qualquer caminho percorrido ser

diferente, ocorre o balanceamento dos nés da arvore rubro-negra de forma
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que as propriedades da arvore rubro-negra sejam mantidas. Para detalhes

de como ocorrem esses balanceamentos, veja Oliveira (2011).

Para a insercao de pontos na tesselacao de Delaunay utilizando a
arvore rubro-negra, foram utilizadas duas formas de percurso: em ordem
e em largura. No percurso em ordem, visita-se, inicialmente o né filho a
esquerda, logo apds, o nod raiz e, finalmente, o n6 filho a direita. Ja no
percurso em largura, visitam-se os ndés da arvore de acordo com os niveis
em que os nés encontram-se na arvore. Inicialmente, o né raiz da arvore é
visitado. Logo apds, visitam-se os nés filhos f1 e f2, a esquerda e a direita
do né raiz, respectivamente. Entao, cada um dos filhos de fI e f2 devem

ser visitados. Esse processo ocorre até que todos os nés sejam percorridos.

3.8.6 Insercao aleatdria de pontos

O algoritmo incremental utilizando a insercao aleatéria de pontos
nao utiliza estrutura de dados extra para o armazenamento dos dados de

entrada. Isso ocorre pois nao é necessario reordenar os dados de entrada.

De maneira geral, os pontos sao inseridos no dominio sem que ocorra
uma reordenagao dos dados de entrada. Por nao realizar a reordenacao dos
pontos, o algoritmo incremental utilizando a insergao aleatéria de pontos foi
o algoritmo de mais facil implementacao dentre os algoritmos incrementais

utilizados neste trabalho.



73

4 RESULTADOS PARA A TRIANGULACAO DE
DELAUNAY E ANALISES

Nesta secao, sao apresentadas as distribuicoes de pontos utilizadas
em testes e os resultados de custo computacional e utilizacao de meméria
obtidos nas 8 sequéncias de insercao de pontos nos algoritmos incrementais.
Na subsecao 4.1, sao apresentadas as 6 distribuicoes de pontos utilizadas
em testes. Na subsecao 4.2, sao apresentados os custos computacionais e
ocupacoes de memoria nas diferentes ordens de insercao de pontos, exceto
pela ordem dada pela cut-longest-edge kd-tree, utilizando trés diferentes
abordagens para a insercao de pontos. Na subsegao 4.3, sao apresentadas
as médias de custo computacional, ocupacdo de memoéria, desvio padrao e
coeficiente de variacao nas ordens de insercao de pontos selecionadas para

teste. Finalmente, na se¢ao 4.4, conclusoes sobre os testes sao apresentadas.

4.1 Distribuigoes de pontos utilizadas para teste

Nos testes bidimensionais, foram utilizadas 6 distribuicées de pontos,
que foram: aleatéria, cruzada, em linha, em cluster, em circulo e em espiral.

Exemplos para essas distribuicoes sao apresentados na Figura 30.

Os conjuntos de pontos utilizados contém entre 25000 e 1000000 de
pontos e as coordenadas dos pontos estao no intervalo unitario. Uma vez
que os testes ocorreram no intervalo unitario, a biblioteca de precisao GNU
MPEFR com 256 bits de precisao foi utilizada para tornar possivel obter uma

maior precisao nos testes de posicionamento e do circuncirculo.
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(a) Distribuicao aleatéria.  (b) Distribuigdo cruzada. (c) Distribuigdo em linha.

(d) Distribuigéo em cluster.  (e) Distribui¢ao em espiral.  (f) Distribuigdo em circulo.

Figura 30 Distribuicoes de pontos utilizadas em teste. Nos exemplos, os conjuntos
possuem 50000 pontos.

4.2 Resultados empiricos utilizando 3 formas de busca de pontos

Exceto no algoritmo incremental utilizando a ordem da cut-longest-
edge kd-tree, foram realizadas 3 formas de busca por um triangulo cujo
circuncirculo contém o ponto mais recentemente inserido na triangulagao,

que foram:

1. hist_triang: triangulos sao verificados na ordem inversa em que eles

foram inseridos na triangulagao.

2. wult_triang: realiza-se uma busca em largura que € iniciada pelo 1ltimo
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triangulo criado.

3. triang_inc: k triangulos incidentes ao ultimo ponto p inserido na
triangulagdo sao verificados. Se os circuncirculos dos triangulo
verificados nao contiverem p, tridngulos adjacentes aos k tridngulos
também sao verificados, a partir do triangulo menos recentemente

verificado.

Essa busca ocorre até que um circuncirculo de um triangulo contendo
p seja encontrado. Para o algoritmo incremental utilizando a insercao
de pontos na ordem dada pela cut-longest-edge kd-tree, a busca pelo
circuncirculo contendo o ponto p é realizada pelos k triangulos incidentes

ao no pai de p na cut-longest-edge kd-tree.

Os resultados obtidos nas 7 ordens de insergao, utilizando as 3 formas
de busca pelo ponto mais recentemente inserido e nos 6 conjuntos de pontos
sao apresentados nas tabelas entre 1 e 7. O menor custo computacional em
cada uma das instancias foi colocado em negrito. Nessas tabelas, considere

w_»

que o simbolo indica que a execucao foi abortada. As execucGes foram

abortadas ap6s 10 minutos de execucao do algoritmo.
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Tabela 1 Resultados de custo computacional (em segundos) e ocupagao de
memoria (em megabytes) utilizando a ordem da curva de Hilbert.

Curva de Hilbert

Namero de Resul- hist_triang
pontos tados Aleatéria  Cruzada  Linha  Cluster Espiral Circulo
25000 Tempo 1,54 1,86 1,87 1,63 1,79 1,69
Memoria 25,04 25,05 29,76 24,85 24,71 24,48
50000 Tempo 3,22 3,86 3,87 3,56 3,59 3,55
Memoria 32,19 31,23 32,71 32,75 30,66 30,68
75000 Tempo 4,66 5,97 6,78 5,50 6,20 5,50
Memoria 39,54 41,02 41,48 41,69 39,26 38,80
100000 Tempo 6,25 7,82 8,57 6,66 7,35 7,27
Memoéria 46,94 46,15 49,38 48,78 44,15 47,14
250000 Tempo 16,17 21,75 26,16 18,35 18,86 19,09
Memoria 88,27 91,55 106,43 96,84 89,00 89,89
500000 Tempo 32,57 54,95 78,75 34,96 37,36 39,04
Memoéria 161,19 182,57 217,91 184,25 169,92 167,41
750000 Tempo 49,30 95,27 129,09 52,52 56,68 61,10
Memoria 245,97 275,06 370,75 283,28 253,83 253,04
1000000 Tempo 72,17 149,57 214,36 69,36 73,89 84,85
Memoria 314,64 380,53 569,12 362,35 351,61 353,71
Numero de Resul- ult_triang
pontos tados Aleatéria  Cruzada  Linha  Cluster Espiral Circulo
95000 Tempo 1,59 1,78 1,60 1,64 1,80 1,71
Memoria 24,01 24,28 24,57 24,32 24,33 24,34
50000 Tempo 3,20 3,62 3,29 3,34 3,79 3,46
Memoria 29,87 30,58 31,61 30,43 30,33 30,35
75000 Tempo 4,83 5,81 5,09 5,20 5,55 5,27
Memoria 35,89 37,17 39,16 37,10 37,27 37,33
100000 Tempo 6,57 7,16 6,96 6,77 7,52 7,52
Memoria 41,83 44,63 47,32 44,94 42,92 43,53
250000 Tempo 17,20 19,09 19,07 17,24 19,02 18,82
Memoéria 79,24 88,00 103,79 87,25 85,03 84,93
500000 Tempo 33,79 40,79 40,74 35,39 38,01 37,04
Memoria 142,17 173,56 213,08 165,55 159,84 161,64
750000 Tempo 50,67 67,69 65,59 52,43 56,29 55,67
Memoria 208,23 268,55 356,79 245,77 244,09 247,14
1000000 Tempo 68,51 95,03 94,47 70,88 74,71 75,29
Memoria 276,39 369,10 559,02 325,64 332,15 336,52
Numero de Resul- triang_inc
pontos tados Aleatéria  Cruzada  Linha  Cluster Espiral —Circulo
25000 Tempo 1,59 1,74 2,19 1,82 1,87 1,69
Memoria 26,33 26,60 26,89 26,64 26,40 26,41
50000 Tempo 3,21 3,59 3,37 3,39 3,76 3,52
Memoria 34,51 35,15 36,07 35,00 34,71 34,80
75000 Tempo 5,09 5,72 5,35 5,35 5,58 5,29
Memoéria 42,52 43,88 46,12 43,81 43,39 43,96
100000 Tempo 6,59 7,76 7,63 7,54 7,69 7,45
Memoria 51,36 54,30 56,60 54,60 51,95 52,99
250000 Tempo 17,35 20,03 21,60 18,43 19,02 18,68
Memoria 101,84 111,71 126,64 110,07 108,31 107,93
500000 Tempo 35,68 43,17 43,13 37,72 40,35 37,96
Memoéria 187,58 221,91 259,26 210,69 205,78 207,13
750000 Tempo 55,54 72,08 69,80 57,13 60,91 57,93
Memoria 276,61 339,77 430,74 313,70 312,09 314,94
1000000 Tempo 73,07 104,50 97,95 75,70 80,44 76,03
Memoria 368,30 465,18 655,60 417,30 424,64 427,13
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Tabela 2 Resultados de custo computacional (em segundos) e ocupagao de
memoria (em megabytes) utilizando a ordem da curva de Lebesgue.

Curva de Lebesgue

Nuamero de Resul- hist_triang
pontos tados Aleatéria  Cruzada Linha Cluster  Espiral  Circulo
25000 Tempo 2,27 2,10 1,70 2,36 2,50 2,08
Memoéria 24,90 25,46 25,49 25,22 24,98 25,23
50000 Tempo 4,59 4,43 3,65 4,99 5,13 4,59
Meméoria 31,60 32,51 33,40 32,41 31,86 31,82
75000 Tempo 7,04 7,68 5,50 7,60 8,82 7,22
Memoria 38,34 39,64 40,32 39,73 39,13 38,99
100000 Tempq 9,53 9,88 7,67 10,53 10,72 9,67
Memoéria 46,26 47,64 50,68 48,92 46,10 46,97
250000 Tempo 25,43 26,20 22,13 28,23 27,68 26,76
Meméoria 86,69 98,37 109,88 94,20 91,94 94,38
500000 Tempo 53,39 57,19 47,82 57,46 57,97 55,00
Memoria 159,65 193,07 225,12 180,40 176,24 176,93
750000 Tempo 79,30 92,82 79,40 90,34 88,92 85,10
Meméoria 233,46 290,16 372,94 275,15 277,37 272,16
1000000 Tempo 113,44 132,11 107,49 116,13 123,38 113,54
Memoéria 313,41 400,87 580,65 359,87 364,80 366,31
Nuamero de Resul- ult_triang
pontos tados Aleatéria  Cruzada Linha Cluster  Espiral  Circulo
25000 Tempo 2,54 2,23 1,82 2,72 2,59 2,37
Memoria 24,65 24,69 24,98 24,96 24,72 30,13
50000 Tempo 5,41 4,85 4,07 6,25 5,26 5,29
Memoria 31,08 31,55 32,37 31,83 31,35 31,30
75000 Tempo 8,65 7,91 6,76 9,98 8,60 8,55
Meméoria 37,87 39,29 40,49 39,22 38,17 38,87
100000 Tempo 11,93 10,97 8,53 12,80 11,78 11,46
Memoria 44,24 45,98 49,14 47,74 45,65 44,91
250000 Tempo 34,70 30,82 25,48 36,93 30,37 33,95
Meméoria 85,53 92,58 106,87 93,69 89,50 90,46
500000 Tempo 74,91 72,62 57,96 80,32 63,21 76,13
Meméoria 156,23 183,04 218,53 178,51 170,16 171,74
750000 Tempo 123,60 122,25 98,34 124,21 97,68 124,74
Memoria 227,37 278,77 362,97 265,46 258,96 263,34
1000000 Tempo 164,59 180,00 147,41 175,08 132,35 180,16
Memoria 301,72 380,85 566,86 353,85 352,85 355,36
Namero de Resul- triang_inc
pontos tados Aleatéria  Cruzada Linha Cluster  Espiral  Circulo
25000 Tempo 2,62 2,37 1,70 2,70 2,53 2,27
Memoria 26,96 27,01 27,30 27,28 27,04 27,04
50000 Tempo 6,11 5,07 3,84 6,49 5,20 5,20
Memoria 35,47 36,13 36,94 36,53 35,99 35,76
75000 Tempo 9,61 8,20 6,15 9,51 8,38 8,00
Memoria 45,00 45,50 47,26 45,73 45,32 45,25
100000 Tempo 12,31 11,69 8,42 12,86 11,91 11,26
Meméoria 53,25 55,53 58,23 56,44 55,43 54,23
250000 Tempo 36,66 34,06 25,51 38,35 30,26 34,18
Memoria 108,63 116,68 130,04 116,18 112,68 112,79
500000 Tempo 80,49 84,36 63,15 85,22 63,21 79,15
Meméoria 199,39 233,31 265,21 223,96 170,16 217,83
750000 Tempo 126,50 144,76 109,67 133,91 105,97 131,03
Meméoria 293,28 357,65 438,04 331,06 329,90 330,16
1000000 Tempo 183,01 219,27 165,29 187,74 142,84 184,72
Memoria 390,57 486,85 667,78 443,27 448,98 449,48
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Tabela 3 Resultados de custo computacional (em segundos) e ocupacao de
memoria (em megabytes) utilizando a ordem da H-indezing.

H-indexing
Nuamero de Resul- hist_triang
pontos tados Aleatéoria  Cruzada Linha Cluster Espiral Circulo
25000 Tempo 36,89 36,53 35,22 34,78 37,09 36,52
Memoria 1033,70 1033,16 1033,80 1033,79  1033,54  1033,54
50000 Tempo 38,57 39,34 36,48 36,56 38,97 38,28
Memoria 1041,12 1039,50 1041,04  1041,27 1041,02  1040,96
75000 Tempo 40,31 41,41 37,55 38,42 40,25 39,99
Meméria 1048,62 1048,07 1047,59  1049,36  1047,54  1047,28
100000 Tempo 41,61 43,42 39,52 39,58 42,10 41,75
Meméria 1056,74 1054,21 1057,13  1056,78  1056,30  1056,29
250000 Tempo 51,99 65,13 49,70 52,26 54,57 53,17
Memoria 1100,86 1104,52 1098,89  1099,73  1099,63  1099,75
500000 Tempo 73,40 120,26 69,99 231,82 73,79 73,23
Memoria 1171,30 1176,72 1171,35  1172,16  1168,93  1170,36
750000 Tempo 89,37 210,00 92,02 335,66 98,57 95,08
Meméria 1253,37 1232,17 1254,00  1245,25  1248,50  1248,77
1000000 Tempo 109,38 325,62 115,61 584,46 116,04 116,69
Meméria 1318,89 1329,79 1320,64 1319,05 1312,69 1310,18
Numero de Resul- ult_triang
pontos tados Aleatoéria Cruzada Linha Cluster Espiral Circulo
25000 Tempo 36,70 36,52 35,40 34,99 37,43 36,76
Meméria 1032,41 1032,50 1032,51  1032,50 1032,51  1032,51
50000 Tempo 38,55 38,65 36,55 36,87 39,24 39,55
Meméria 1038,80 1038,90 1038,90 1038,88  1038,90  1038,89
75000 Tempo 40,61 40,70 38,29 38,68 40,93 40,40
Memoria 1045,13 1045,23 1045,17  1045,63  1045,22  1046,04
100000 Tempo 41,95 42,31 40,59 40,52 43,55 42,61
Memoria 1051,47 1052,34 1051,50  1051,62 1052,48 1051,45
250000 Tempo 53,75 53,34 51,32 52,08 55,36 54,36
Meméria 1090,64 1089,68 1090,84 1089,91  1089,32  1089,96
500000 Tempo 70,86 73,03 70,66 73,29 77,03 74,85
Meméria 1152,98 1154,02 1153,57 1151,48 1153,21  1152,43
750000 Tempo 90,16 96,03 92,86 95,93 97,91 97,30
Memoria 1214,90 1216,35 1215,55  1212,10 1213,59  1214,55
1000000 Tempo 106,86 118,64 120,68 119,88 118,10 120,91
Memoria 1278,81 1279,44 1278,79  1273,27  1276,80  1275,29
Nuamero de Resul- triang_inc
pontos tados Aleatéoria  Cruzada Linha Cluster Espiral Circulo
25000 Tempo 37,02 37,38 35,33 35,14 36,79 36,54
Memoria 1034,73 1034,82 1034,83 1034,82 1034,83  1034,83
50000 Tempo 38,80 38,56 37,15 36,85 39,15 38,48
Memoria 1043,51 1043,54 1043,35 1043,52 1043,60 1043,28
75000 Tempo 40,61 40,23 38,35 39,11 40,63 40,87
Memoéria 1052,02 1052,12 1052,13  1052,15 1052,50  1051,86
100000 Tempo 42,38 42,38 40,14 40,46 42,83 42,14
Meméria 1061,15 1060,77 1062,01  1061,74 1061,54 1061,74
250000 Tempo 54,07 54,03 51,53 53,05 55,07 54,09
Memoria 1113,64 1113,60 1114,45 1113,66 1113,12 1113,66
500000 Tempo 72,76 77,57 73,13 74,33 7,77 74,65
Memoria 1199,25 1200,47 1201,08  1198,60 1199,62  1197,54
750000 Tempo 92,55 100,08 101,18 102,07 99,33 97,09
Meméria 1285,89 1288,72 1289,01  1282,29  1283,27  1282,54
1000000 Tempo 113,46 124,94 126,89 130,70 122,70 123,02
Memoria 1371,99 1377,42 1380,07 1364,93 1368,60 1367,47
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Tabela 4 Resultados de custo computacional (em segundos) e ocupagao de

memoria (em megabytes) utilizando a ordem espiral.

Espiral
Nuamero de Resul- hist_triang
pontos tados Aleatéria  Cruzada Linha Cluster  Espiral  Circulo
25000 Tempo 11,92 3,81 2,30 7,61 8,31 5,87
Memoéria 24,13 24,17 24,03 24,17 23,96 23,95
50000 Tempo 27,11 7,13 4,31 14,87 15,70 8,73
Meméoria 30,83 30,69 30,42 30,67 30,09 30,33
75000 Tempo 38,90 9,71 6,31 24,18 21,95 11,22
Memoria 36,30 35,65 36,78 35,89 38,19 38,76
100000 Tempo 48,53 11,92 8,88 32,20 26,60 13,75
Memoéria 44,78 44,39 44,93 44,28 44,21 47,46
250000 Tempo 87,29 24,81 25,02 74,02 48,07 31,63
Meméoria 81,35 75,23 79,21 78,10 78,27 86,86
500000 Tempo 108,68 54,26 56,85 117,16 83,05 63,24
Memoria 150,33 145,78 132,39 131,36 140,24 148,13
750000 Tempo 118,88 84,51 97,96 149,71 121,10 99,05
Meméoria 213,66 212,62 192,77 195,85 197,83 192,35
1000000 Tempo 137,94 130,35 131,47 569,96 157,17 136,14
Memoria 276,58 258,69 239,27 261,55 249,31 261,78
Nuamero de Resul- ult_triang
pontos tados Aleatéria  Cruzada Linha Cluster  Espiral  Circulo
25000 Tempo 19,62 3,66 2,20 17,99 18,77 14,76
Meméoria 23,87 23,65 23,52 23,91 23,94 24,19
50000 Tempo 20,36 5,15 4,18 22,94 22,75 17,67
Memoéria 30,32 29,92 29,33 30,08 30,30 30,28
75000 Tempo 21,61 7,50 6,70 24,15 27,00 21,86
Meméoria 36,83 35,88 34,78 35,83 36,99 37,03
100000 Tempo 21,71 9,45 8,83 25,20 30,54 25,36
Memoria 42,75 42,31 40,10 43,30 43,76 42,37
250000 Tempo 28,10 24,74 26,24 35,48 55,33 51,63
Meméoria 80,57 75,27 69,21 75,41 78,269 78,83
500000 Tempo 49,83 54,74 59,99 57,32 102,53 87,71
Memoria 141,68 127,41 112,44 128,58 132,83 131,76
750000 Tempo 74,73 91,19 97,78 86,64 149,11 123,82
Memoéria 201,01 173,98 154,40 182,14 185,97 183,64
1000000 Tempo 99,07 124,64 134,20 131,56 201,41 163,37
Memoria 259,11 218,02 199,67 250,86 233,69 232,63
Namero de Resul- triang_inc
pontos tados Aleatéria  Cruzada Linha Cluster  Espiral  Circulo
25000 Tempo 20,17 3,63 3,25 18,26 19,27 14,60
Memoéria 26,44 26,23 25,85 26,23 26,53 26,52
50000 Tempo 19,91 5,07 6,88 25,29 24,03 17,51
Memoria 35,20 34,75 34,04 35,05 35,46 35,19
75000 Tempo 19,86 6,81 11,54 27,13 29,39 23,57
Memoéria 44,93 43,87 41,75 43,95 44,69 43,78
100000 Tempo 18,80 8,91 17,18 32,51 33,37 26,87
Meméoria 52,74 51,54 49,39 52,55 53,68 53,84
250000 Tempo 27,44 23,29 60,89 50,67 71,54 63,04
Memoria 106,71 99,30 92,82 100,30 104,27 102,60
500000 Tempo 48,10 51,16 168,74 113,22 145,35 119,87
Meméoria 193,04 175,84 160,29 177,98 184,45 181,98
750000 Tempo 70,62 90,67 322,64 200,68 224,86 192,33
Meméoria 276,24 250,11 230,48 255,54 261,90 258,73
1000000 Tempo 91,33 121,74 508,56 343,33 321,71 284,08
Memoria 360,10 320,50 303,25 330,21 336,00 334,65
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Tabela 5 Resultados de custo computacional (em segundos) e ocupacdo de
memdria (em megabytes) utilizando a ordem da drvore rubro-negra com
percurso em ordem. O simbolo - indica que a execugao foi abortada
apds 10 minutos.

Rubro-negra com percurso em ordem

Numero de Resul- hist_triang
pontos tados Aleatéria Cruzada Linha Cluster  Espiral  Circulo
Tempo 4,74 2,76 2,02 4,06 4,33 3,39
25000 -
Memoria 8,97 9,08 9,08 8,52 9,08 9,08
50000 Tempo 11,12 6,44 4,30 9,75 9,68 7,56
Meméoria 15,83 15,87 16,39 15,69 15,94 16,14
75000 Tempo 16,55 9,91 7,12 16,10 15,72 12,24
Memoéria 22,30 22,99 22,68 21,19 22,32 22,32
100000 Tempo 26,89 11,76 10,77 22,62 21,65 17,19
Meméoria 29,87 29,66 32,51 28,89 30,25 29,92
250000 Tempc? 78,79 36,09 43,38 72,09 51,51 51,81
Memoria 70,83 71,85 82,47 67,66 70,18 71,14
500000 Tempo 189,38 105,95 152,02 176,45 87,58 120,48
Meméoria 136,01 146,37 188,90 132,05 134,71 138,30
750000 Tempo 310,02 208,89 334,41 295,08 114,86 196,04
Meméoria 211,69 238,30 330,64 205,15 208,44 216,09
1000000 Tempo 472,13 354,41 - 426,14 148,29 311,48
Memoéria 270,30 321,45 - 262,80 265,25 276,12
Numero de Resul- ult_triang
pontos tados Aleatéria  Cruzada Linha Cluster  Espiral  Circulo
25000 Tempo 11,79 3,77 2,33 8,12 10,68 6,78
Meméoria 7,68 7,79 7,80 7,79 7,79 7,79
50000 Tempo 38,06 8,48 4,95 24,04 29,67 17,21
Memoéria 13,51 13,62 13,37 13,62 13,56 13,62
75000 Tempo 83,20 13,86 8,25 45,06 52,99 31,66
Meméoria 19,02 19,13 19,13 19,13 19,32 19,13
100000 Tempo 140,32 20,44 11,44 74,77 79,42 49,02
Memoéria 24,72 24,82 24,71 24,96 24,96 24,83
250000 Tempo - 90,98 44,22 396,88 314,78 221,37
Meméoria - 58,89 58,51 58,83 58,83 58,64
Tempo - 328,91 154,98 - - -
500000 pfeméria - 11551 114.74 - - -
Tempo - - 338,81 - - -
750000 pferméria - - 171,09 - - -
Tempo - - 598,38 - - -
1000000 preméria - - 22732 - - i
Numero de Resul- triang-inc
pontos tados Aleatéria  Cruzada Linha Cluster  Espiral  Circulo
25000 Tempo 10,97 4,22 1,83 5,22 7,33 4,15
Meméoria 10,52 10,62 10,37 10,63 10,63 10,63
50000 Tempo 36,59 9,99 4,11 16,70 22,88 11,34
Memoria 18,92 18,96 18,71 19,03 19,04 18,78
75000 Tempo 78,50 17,44 6,99 33,52 43,74 21,45
Memoéria 27,27 27,37 27,57 27,36 27,64 27,38
100000 Tempo 137,19 27,11 10,48 57,14 67,53 34,40
Meméoria 35,74 36,17 36,69 35,85 35,91 35,66
250000 Tempo - 138,23 44,65 335,16 298,20 171,41
Memoéria - 92,83 99,44 86,80 86,91 86,26
Tempo - 522,05 155,05 - - -
500000 pfeméria - 203,60 233,97 - } }
750000 Tempo - - 345,55 - - -

Memoria - - 418,25 - - _

1000000, 1€MPO - -
emoria - - - - - -
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Custo computacional (em segundos) e ocupagdo de memdria (em
megabytes) utilizando o percurso em largura na drvore rubro-negra. O

simbolo - indica que a execucao foi abortada apds 10 minutos.

Rubro-negra com percurso em largura

Numero de Resul- hist_triang
pontos tados Aleatoria Cruzada Linha Cluster Espiral Circulo
25000 Tempo 520,85 159,34 154,99 358,77 474,92 518,52
Memoria 8,78 8,83 8,84 8,84 8,84 8,84
Tempo - - - - - -
50000 Memoéria - - - - _ _
Tempo - - - - - -
75000 Memoéria - - - - - -
Numero de Resul- ult_triang
pontos tados Aleatoria Cruzada Linha Cluster Espiral Circulo
25000 Tempo 594,60 164,24 68,13 462,43 - -
Memoria 8,83 8,71 9,35 9,10 - -
Tempo - - 286,43 - - -
50000 Meméria - - 16,08 - - -
Tempo - - - - - -
75000 Memoéria - - - - - -
Namero de Resul- triang-inc
pontos tados Aleatoria Cruzada Linha Cluster Espiral Circulo
Tempo - - 65,14 442,46 - -
25000 Memdria - - 10,91 10,65 - -
Tempo - - 272,88 - - -
50000 Memdria - - 16,08 - - -
Tempo - - 568,88 - - -
75000 Meméria - - 28.30 - - -
Tabela 7 Resultados de custo computacional (em segundos) e ocupacdo de

memdria (em megabytes) sem a ordenagao prévia dos pontos. O simbolo

- indica que a execugao foi abortada apds 10 minutos.

Insercao aleatéria de pontos

Nuamero de Resul- hist_triang
pontos tados Aleatoria Cruzada Linha Cluster Espiral Circulo
- Tempo - - - 410,69 - -
25000 Meméria - - - 7,14 - -
Nuamero de Resul- ult_triang
pontos tados Aleatoria Cruzada Linha Cluster Espiral Circulo
25000 MoTpo - - - - - -
emoria - - - - - -
Nuamero de Resul- triang_inc
pontos tados Aleatoria Cruzada Linha Cluster Espiral Circulo
25000 Tempo - - - - - -

Memoéria
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4.3 Custos computacionais e ocupagoes de memoéria nas ordens

de insercao de pontos selecionadas

Nos testes apresentados a seguir, sao verificados os custos
computacionais e ocupagoes de memoria dos algoritmos incrementais
utilizando as abordagens que obtiveram melhor custo computacional nas
instancias de maior tamanho. Esses custos computacionais sao comparados
com o custo computacional do algoritmo incremental utilizando a ordem da
cut-longest-edge kd-tree. Em geral, os custos computacionais nas instancias
de tamanho menor coincidem com os custos computacionais nas instancias

de tamanho maior.

Ao utilizar-se a insercao de pontos na ordem da arvore rubro-negra
com o percurso em largura e a insercao aleatoria de pontos, obteve-se um
custo computacional alto para a computacao da triangulacao de Delaunay
se comparado ao custo das demais ordens de insercao de pontos utilizadas
neste trabalho. Por esse motivo, essas distribuicoes nao serao utilizadas

para a realizagao dos préximos testes.

Para testes com até 100000 pontos, foram realizadas 5 execugoes.
Para os demais testes, foram realizadas 3 execugoes. Para essas execucoes,
foi calculada a média do tempo de execucao, o desvio padrao e o coeficiente
de variagao do tempo e a ocupacao de memoria. Esses resultados, para as
6 distribuicoes de pontos, sao apresentados nas Tabelas de 8 a 13. Note
que o menor custo computacional em cada uma das instancias foi colocado
em negrito. Nas Figuras 31, 32 e 33, sao apresentados, respectivamente,
os resultados de custo computacional e ocupagao de memoéria obtidos nas

distribuicoes aleatéria, cruzada e em linha. Nas Figuras 34, 35 e 36,
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sao apresentados, respectivamente, os resultados de custo computacional

e ocupacao de memoéria obtidos nas distribuicoes em cluster, em espiral e

em circulo.

Tabela 8 Custo computacional médio (em segundos) e ocupagao de meméria (em
megabytes) dos algoritmos incrementais para a triangulagao de Delaunay
na distribuicao aleatéria. Considere n o nimero de pontos, ¢ o desvio
padrao e CV o coeficiente de variacao. Méquina utilizada: M1.

Resul- cut-longest- Cu‘rva de Curva de H-indezing Espiral Rubro-negra
n tados edge Hilbert Lebesgue (ult_triang) (triang.inc) em ordem
kd-tree (ult_triang) (hist_triang) 9 g- (hist_triang)

Tempo 1,20 1,62 2,18 36,62 20,14 1,40

25000 o 0,00 0,03 0,07 0,11 0,58 0,22
CV (%) 0,36 1,92 3,21 0,30 2,89 5,03

Meméria 9,44 24,01 24,90 1032,41 26,44 8,97

Tempo 2,41 3,27 4,55 38,44 20,21 10,27

20000 c 0,03 0,09 0,09 0,14 0,60 0,48
CV (%) 1,35 2,93 2,05 0,36 2,99 4,76

Memoéria 16,72 29,87 31,60 1038,80 35,20 15,83

Tempo 3,63 4,90 7,12 39,97 19,51 16,48

75000 c 0,03 0,08 0,06 0,37 0,49 0,34
CV (%) 0,93 1,81 0,98 0,94 2,53 2,07

Membéria 23,33 35,89 38,34 1045,13 44,93 22,30

Tempo 4,86 6,64 9,51 41,72 19,29 24,91

- 0,04 0,16 0,18 0,24 0,45 1,11

100000 CV(%) 0,96 2,48 1,91 0,57 2,37 4,47
Memoéria 31,13 41,83 46,26 1051,47 52,74 29,87

Tempo 12,26 17,10 25,77 52,81 26,86 78,00

G 0,27 0,15 0,91 0,83 0,53 0,69

250000 CV (%) 2,25 0.89 3,54 1.58 1.97 0,88
Membéria 72,43 79,24 86,69 1090,64 106,71 70,83

Tempo 24,70 34,37 52,97 71,02 47,01 189,49

o 0,16 0,67 1,45 0,75 1,11 5,15

500000 CV (%) 0,65 1,96 2,74 1,05 2,36 2,72
Meméria 142,43 142,17 159,65 1152,98 193,04 136,01

Tempo 37,60 52,67 80,17 91,03 70,17 324,79

c 0,53 1,73 1,06 1,64 1,85 12,98

750000 CV(%) 1,42 3,29 1,33 1,80 2,64 3,99
Memoéria 218,60 208,23 233,46 1214,9 276,24 211,69

Tempo 50,00 69,50 109,51 108,92 92,53 477,16

c 0,30 0,95 3,49 3,44 2,50 4,41

1000000 CV(%) 0,61 1,37 3,19 3,16 2,70 0,92
Membéria 282,57 276,39 313,41 1278,81 360,10 270,30

Numero de resul- Tempo 8 0 0 0 0 0

tados melhores Memoéria 0 1 0 0 0 7
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Tabela 9 Custo computacional (em segundos) e ocupagdo de memdria (em
megabytes) dos algoritmos incrementais para a triangulagao de Delaunay
na distribuicao cruzada. Considere n o nimero de pontos, ¢ o desvio
padrao e CV o coeficiente de variacdo. Méquina utilizada: M1.

cut-longest-  Curva de Curva de . . . Rubro-negra
Resul- . H-indexing Espiral
n tados edge Hllb?rt Liebes.gue (ult_triang) (triang_inc) em ordem
kd-tree (ult_triang) (hist_triang) (hist_triang)
Tempo 1,21 1,81 2,15 36,49 3,56 2,70
25000 o 0,01 0,03 0,05 0,15 0,11 0,06
CV (%) 1,40 2,11 2,65 0,43 3,27 2,35
Meméria 9,53 24,28 25,46 1032,50 26,23 9,08
Tempo 2,42 3,60 4,45 38,41 5,18 6,01
50000 c 0,02 0,03 0,07 0,10 0,07 0,46
CV (%) 1,20 0,84 1,76 0,27 1,43 7,79
Meméria 16,57 30,58 32,51 1038,90 34,75 15,87
Tempo 3,70 5,55 6,94 40,10 6,87 8,84
75000 c 0,04 0,21 0,41 0,33 0,14 0,61
CV (%) 1,14 3,83 5,97 0,83 2,10 6,92
Memoéria 23,46 37,17 39,64 1045,23 43,87 22,99
Tempo 4,93 7,36 9,53 41,84 8,75 12,08
c 0,05 0,17 0,24 0,17 0,17 0,42
100000 CV (%) 1,16 2,41 2,55 0,40 1,94 3,52
Meméria 31,03 44,63 47,64 1052,34 51,54 29,66
Tempo 12,14 18,95 26,22 53,00 23,03 35,76
c 0,25 0,30 0,67 0,69 0,49 0,85
250000 CV (%) 211 1.59 2,57 1,31 2.15 2,38
Memoéria 72,53 88,00 98,37 1089,68 99,30 71,85
Tempo 24,18 40,67 55,17 72,31 51,76 103,35
c 0,32 0,33 1,74 1,38 0,70 2,37
500000 CV (%) 1,36 0,82 3,17 1,91 1,36 2,29
Meméria 142,53 173,53 193,07 1154,02 175,84 146,37
Tempo 36,17 67,06 91,25 93,55 87,18 204,62
- c 0,14 0,99 1,81 2,99 3,03 3,87
750000 CV (%) 0,40 1,47 1,99 3,19 3,48 1,89
Meméria 218,72 268,55 290,16 1216,35 250,11 238,30
Tempo 48,18 95,05 130,41 114,20 122,79 347,01
° 0,66 0,55 1,48 6,35 2,17 8,04
1000000 CV (%) 1,38 0,58 1,14 5,56 1,77 2,31
Meméria 282,80 369,10 400,87 1279,44 320,50 321,45
Numero de resul- Tempo 8 0 0 0 0 0
tados melhores Memoéria 3 0 0 0 0 5

4.4 Analise dos resultados

A abordagem hist_triang foi a que apresentou, em geral, melhores
custos computacionais, seguida da abordagem wult_triang. A abordagem que

apresentou piores custos computacionais foi a triang_inc.

A insercao de pontos utilizando a ordem do percurso em largura
na cut-longest-edge kd-tree foi a ordem de insercao que obteve os melhores
custos computacionais, em todos os testes. Como o tempo de execugao desse

algoritmo foi superado pelo algoritmo proposto por Lo (2013), que propos
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Tabela 10 Custo computacional médio (em segundos) e ocupagdo de memdria
(em megabytes) dos algoritmos incrementais para a triangulagdo de
Delaunay na distribuicao em linha. Considere n o ntimero de pontos,
o o desvio padrao e CV o coeficiente de variacao. Maquina utilizada:

M2.
Resul- cut-longest- Cu}"va de Curva de H-indewing Espiral Rubro-negra
" tados edge Hilbert Lebesgue (hist_triang) (hist_triang) em ordem
kd-tree (ult_triang) (hist_triang) B 9 B 9 (ult_triang)

Tempo 1,20 1,62 1,67 34,52 2,28 2,34

25000 - 0,00 0,01 0,02 0,40 0,02 0,05

CV (%) 0,13 0,92 1,59 1,15 1,12 2,39

Meméria 9,55 24,57 25,49 1033,8 24,03 7,80

Tempo 2,43 3,34 3,63 35,97 4,34 4,95

50000 - 0,07 0,05 0,05 0,28 0,13 0,02

CV (%) 2,99 1,76 1,60 0,79 3,19 0,54

Memoéria 16,58 31,61 33,40 1041,04 30,42 13,37

Tempo 3,67 5,11 5,53 37,63 6,32 7,98

75000 - 0,07 0,02 0,03 0,19 0,04 0,15

CV(%) 1,93 0,55 0,71 0,50 0,66 1,99

Meméria 23,28 39,16 40,32 1047,59 36,78 19,13

Tempo 4,84 7,05 7,61 39,29 8,58 11,43

- 0,05 0,07 0,05 0,23 0,18 0,18

100000 CV(%) 1,22 1,10 0,78 0,59 2,16 1,65
Meméria 31,23 47,32 50,68 1057,13 44,93 24,71

Tempo 11,88 19,09 21,31 49,87 24,83 44,31

c 0,02 0,07 0,71 0,15 0,40 0,11

250000 CV(%) 0,19 0,39 3,35 0,31 1,62 0,26
Meméria 72,36 103,79 109,88 1098,89 79,21 58,51
Tempo 23,87 40,93 47,32 69,61 56,77 153,67

c 0,17 0,20 0,80 0,33 0,33 1,21

500000 CV (%) 0,72 0,50 1.69 0,47 0.59 0.79
Meméria 142,54 213,08 225,12 1171,35 132,39 114,74

Tempo 36,55 65,66 77,50 92,30 95,32 338,25

- 0,46 0,17 1,81 1,15 2,29 1,49

750000 CV(%) 1,28 0,26 2,33 1,25 2,40 0,44
Memoéria 218,41 356,79 372,94 1254,00 192,77 171,09

Tempo 48,17 03,88 108,04 116,37 131,86 599,42

c 0,34 0,50 0,58 0,72 0,48 1,11

1000000 CV(%) 0,72 0,53 0,53 0,61 0,36 0,18
Meméria 282,28 559,02 580,65 1320,64 239,27 227,32

Numero de resul- Tempo 8 0 0 0 0 0
tados melhores ~ Memoria 0 0 0 0 0 8

o esquema multi-grid, é provavel que o algoritmo de Lo (2013) esteja no
estado da arte para a geracao da triangulagdo de Delaunay. A insercao de
pontos na ordem da curva de Hilbert apresentou o segundo melhor custo
computacional, perdendo para o algoritmo incremental utilizando o percurso

em largura na cut-longest-edge kd-tree.

Dentre todas as distribuicoes testadas, a insercao aleatéria de pontos
foi a ordem de insercdo que obteve pior custo computacional, seguida da
insercao de pontos na ordem do percurso em largura da arvore rubro-negra.

Dentre as 6 ordens de insergao selecionadas para teste, a que apresentou, em
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Tabela 11  Custo computacional médio (em segundos) e ocupagdo de memdria
(em megabytes) dos algoritmos incrementais para a triangulagdo de
Delaunay na distribuigao em cluster. Considere n o nimero de pontos,
o o desvio padrao e CV o coeficiente de variacao. Maquina utilizada:

M2.
Resul- cut-longest- Cu'rva de Curva de H-indezing Espiral Rubro-negra
" tados edge Hllbgrt Lgbesgue (ult_triang) (ult_triang) em orglem
kd-tree (hist_triang) (hist_triang) 9 9. (hist_triang)
Tempo 1,22 1,68 2,43 34,64 17,56 111
25000 - 0,00 0,05 0,14 0,33 0,24 0,03
CV (%) 0,50 3,38 5,91 0,97 1,41 0,83
Meméria 9,55 24,85 25,22 1032,50 23,91 8,52
Tempo 2,46 3,30 4,87 36,33 22,73 9,79
50000 - 0,01 0,14 0,08 0,30 0,25 0,11
CV(%) 0,57 4,46 1,69 0,84 1,13 1,14
Memoéria 16,59 32,75 32,41 1038,88 30,08 15,69
Tempo 3,73 5,01 7,55 38,20 24,21 15,94
75000 - 0,03 0,28 0,07 0,31 0,18 0,10
CV (%) 0,93 5,68 0,99 0,83 0,76 0,63
Meméria 23,27 41,69 39,73 1045,63 35,83 21,19
Tempo 4,98 6,59 10,28 40,09 25,17 22,62
- 0,05 0,07 0,14 0,28 0,10 0,22
100000 CV(%) 1,01 1,08 1,38 0,70 0,42 0,97
Meméria 31,23 48,78 48,92 1051,62 43,30 28,89
Tempo 12,65 17,35 27,61 52,14 35,17 71,95
- 0,23 0,87 0,59 0,78 0,54 0,30
250000 CV(%) 1,84 5,02 2,14 1,51 1,55 0,42
Meméria 72,31 96,84 94,20 1089,91 75,41 67,66
Tempo 25,09 34,32 56,74 73,08 57,90 175,02
c 0,18 0,66 0,65 0,35 0,51 1,34
500000 CV (%) 0,73 1.94 114 0,48 0.88 0.76
Meméria 142,57 184,25 180,40 1151,48 128,58 132,05
Tempo 37,54 52,02 89,22 95,98 87,03 293,74
- 0,05 0,77 1,21 0,23 0,89 2,49
750000 CV (%) 0,14 1,48 1,35 0,24 1,03 0,84
Memoéria 218,80 283,28 275,15 1212,10 182,14 205,15
Tempo 50,59 70,28 116,90 120,35 130,30 425,94
- 0,36 1,67 0,67 0,48 1,09 3,12
1000000 CV(%) 0,72 2,38 0,57 0,39 0,83 0,73
Meméria 282,59 362,35 359,87 1273,27 250,86 262,80
Numero de resul- Tempo 8 0 0 0 0 0
tados melhores Memoria 0 0 0 0 3 5

geral, os piores custos computacionais foi a insercao de pontos na ordem do

percurso em ordem na arvore rubro-negra. Essa ordem apresentou melhores

custos computacionais apenas quando se utilizou a ordem em espiral com

os conjuntos de pontos distribuidos em espiral, considerando-se instancias

contendo 1000000 de pontos.

O custo computacional para calcular a ordem do indexador H-

indexing é alto, independente do tamanho da instancia. Além disso, para

a computacao da ordem dada por esse indexador, é necessario armazenar

valores de ordenagoes calculadas previamente, o que torna o consumo de
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Tabela 12 Custo computacional médio (em segundos) e ocupagdo de memdria
(em megabytes) dos algoritmos incrementais para a triangulagdo de
Delaunay na distribuigao espiral. Considere n o nimero de pontos, ¢
o desvio padrao e CV o coeficiente de variacgdo. Méquina utilizada:

M3.
cut-longest- Curva de Curva de . . . Rubro-negra
Resul- . H-indexing Espiral
n tados edge Hilbert Lebesgue (hist_triang) (hist_triang) em ordem
kd-tree (hist_triang) (hist_triang) B 9. 9 (hist_triang)

Tempo 1,34 1,76 2,44 36,81 8,31 4,30

25000 c 0,00 0,01 0,03 0,28 0,09 0,02
CV (%) 0,51 0,98 1,60 0,77 1,10 0,67

Memoria 9,54 24,71 24,98 1033,54 23,96 9,08

Tempo 2,72 3,56 5,14 38,57 15,70 9,72

50000 c 0,02 0,03 0,22 0,24 0,26 0,06
CV (%) 0,90 1,07 4,39 0,63 1,66 0,65

Meméria 16,75 30,66 31,86 1041,02 30,09 15,94

Tempo 4,12 5,78 7,95 40,41 21,40 15,43

75000 c 0,07 0,23 0,48 0,14 0,33 0,16
CV (%) 1,72 4,11 6,12 0,34 1,55 1,08

Meméria 23,51 39,26 39,13 1047,54 38,19 22,32

Tempo 5,46 7,24 10,52 42,31 26,12 21,19

c 0,01 0,06 0,22 0,13 0,32 0,34

100000 CV (%) 0,34 0,96 2,08 0,31 1,22 1,64
Memoria 31,17 44,15 46,10 1056,30 44,21 30,25

Tempo 13,40 18,55 27,51 53,94 48,53 52,01

c 0,17 0,27 0,21 0,56 0,43 0,51

250000 CV (%) 1,32 1,48 0,77 1,04 0,89 0,98
Memoria 72,44 89,00 91,94 1099,63 78,27 70,18

Tempo 26,63 37,05 57,71 73,78 83,22 87,23

c 0,16 0,39 0,48 0,08 0,16 0,34

500000 CV (%) 0,60 1,06 0,83 0,11 0,20 0,39
Meméria 142,58 169,92 176,24 1168,93 140,24 134,71

Tempo 40,40 55,77 87,54 96,11 120,51 115,99

c 0,27 1,01 1,27 2,21 0,60 1,30

750000 CV(%) 0,68 1,82 1,45 2,30 0,49 1,12
Memoéria 218,75 253,83 277,37 1248,5 197,83 208,44

Tempo 53,59 73,83 119,74 116,67 158,77 147,72

c 0,35 0,16 3,14 0,93 1,44 0,70

1000000 CV (%) 0,65 0,22 2,62 0,80 0,91 0,47
Meméria 282,77 351,61 364,80 1312,69 249,31 265,25

Numero de resul- Tempo 8 0 0 0 0 0
tados melhores  Memoria 0 0 0 0 2 6

memoéria alto ao se utilizar essa ordem de insercao de pontos.

Ao se utilizar a ordem espiral, pode ocorrer que instancias de
tamanho maior sejam executadas mais rapidamente que instancias de
tamanho menor. Isso ocorre nessa ordem pois os pontos tendem a ficar
mais préximos entre si quando hd uma quantidade maior de pontos, o
que diminui o tempo para a busca de um circuncirculo que contém o novo
ponto. Por esse motivo observa-se, por exemplo, que instancias com 75000
pontos sao executadas mais rapidamente que instancias com 25000 pontos,

na distribuigao aleatéria de pontos (tabela 8).
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Tabela 13 Média do custo computacional (em segundos) e ocupagdo de memdria
(em megabytes) dos 6 algoritmos incrementais para a triangulagao de
Delaunay na distribuigao em circulo. Considere n o nimero de pontos,
o o desvio padrao e CV o coeficiente de variagdo. Maquina utilizada
para teste: M3.

cut-longest-  Curva de Curva de . . . Rubro-negra
Resul- . H-indezing Espiral
" tados edge Hilbert Lebesgue (hist_triang) (hist_triang) em ordem
kd-tree (ult_triang) (hist_triang) B 9. 9 (hist_triang)

Tempo 1,30 1,72 2.13 36,62 5,80 3,40

25000 ° 0,00 0,03 0,03 0,15 0,05 0,05

CV (%) 0,26 1,91 1,43 0,42 0,90 1,65

Meméria 9,55 24,34 25,23 1033,54 23,95 9,08

Tempo 2,63 3,50 4,58 38,34 8,86 7,59

50000 c 0,02 0,04 0,07 0,09 0,10 0,05

CV (%) 0,95 1,34 1,73 0,23 1,17 0,75

Meméria 16,58 30,35 31,82 1040,96 30,33 16,14

Tempo 3,90 5,26 7,08 40,09 11,38 12,40

75000 c 0,02 0,41 0,10 0,19 0,10 0,13

CV (%) 0,67 7,96 1,55 0,48 0,91 1,11

Meméria 23,48 37,33 38,99 1047,28 38,76 22,32

Tempo 5,25 7,13 9,61 42,00 13,88 17,28

c 0,06 0,15 0,09 0,20 0,12 0,13

100000 CV(%) 1,21 2,16 0,97 0,49 0,88 0,75
Meméria 31,30 43,53 46,97 1056,29 47,46 29,92

Tempo 13,11 18,36 26,30 53,35 31,76 51,90

° 0,04 0,48 0,52 0,32 0,16 0,10

250000 CV(%) 0,31 2,61 1,08 0,61 0,52 0,20
Meméria 72,28 84,93 94,38 1099,75 86,86 71,14

Tempo 26,73 36,38 53,61 73,52 63,90 120,12

c 0,04 0,76 1,20 0,30 0,80 0,38

500000 CV(%) 0,15 2,09 2,24 0,42 1,26 0,32
Meméria 142,60 161,64 176,93 1170,36 148,13 138,30

Tempo 40,02 55,21 83,69 95,18 98,08 197,59

- 0,47 0,98 1,37 0,75 0,87 2,28

750000 CV (%) 1,17 1,78 1,63 0,79 0,89 1,15
Meméria 218,91 247,14 272,16 1248,77 192,35 216,09

Tempo 53,36 74,65 112,76 117,84 134,47 292,10

c 0,04 0,43 0,68 1,17 1,76 16,78

1000000 CV(%) 0,08 0,57 0,61 0,99 1,31 5,74
Meméria 282,70 336,52 366,31 1310,18 261,78 276,12

Numero de resul- Tempo 8 0 0 0 0 0
tados melhores Memoéria 0 0 0 0 2 6

A curva de Lebesgue apresentou melhores resultados ao utilizar a

abordagem hist_triang. A abordagem ult_triang utilizou menor quantidade

de memoria. Em geral, a inser¢ao de pontos pela ordem da arvore rubro-

negra com percurso em ordem apresentou as menores ocupagoes de memoria.

Porém, a ocupagao de meméria do algoritmo com a insercao de pontos

na ordem da cut-longest-edge kd-tree foi competitiva com a ocupacao de

memoria das demais ordens testadas.

E possivel que em uma outra

implementacao, o algoritmo utilizando a ordem da cut-longest-edge kd-tree

utilize uma ocupagao de memoria menor que a utilizada neste trabalho.
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Figura 31 Meédia de custo computacional e ocupagao de memoria dos 6 algoritmos
para a malha de Delaunay na distribuicao aleatoria.
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Figura 32 Meédia de custo computacional e ocupacao de memoria dos 6 algoritmos
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Figura 33 Meédia de custo computacional e ocupagao de memoria dos 6 algoritmos
incrementais para a triangulagao de Delaunay na distribuigao em linha.
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Figura 34 Média de custo computacional e ocupagao de memoria dos algoritmos
incrementais para a malha de Delaunay na distribuicao em cluster.
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Figura 35 Custo computacional e ocupacao de meméria dos algoritmos
incrementais para a malha de Delaunay na distribuicao em espiral.
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Figura 36 Custo computacional e ocupacao de meméria dos algoritmos
incrementais para a malha de Delaunay na distribuicao em circulo.



5 RESULTADOS PARA A TETRAEDRIZACAO DE
DELAUNAY E ANALISES

Nesta secao, sao apresentadas as distribuicoes de pontos utilizadas
em testes e os resultados de custo computacional e utilizacao de meméria
obtidos nas 8 sequéncias de insercao de pontos nesses conjuntos de pontos.
Na subsecao 5.1, sao apresentadas as 7 distribuicoes de pontos utilizadas
em testes. Na subsecao 5.2, sao apresentados os custos computacionais e
ocupacoes de memoria nas diferentes ordens de insercao de pontos, exceto
pela ordem dada pela cut-longest-edge kd-tree, utilizando trés diferentes
abordagens para a insercao de pontos. Na subse¢ao 5.3, sao apresentadas
as médias de custo computacional, ocupacdo de memoéria, desvio padrao e
coeficiente de variacao nas ordens de insercao de pontos selecionadas para
teste. Finalmente, na secao 5.4, conclusoes sobre os testes realizados sao

apresentadas.

5.1 Distribuicoes de pontos utilizadas para testes

Nos testes tridimensionais, foram utilizadas 7 distribuicoes de
pontos: aleatodria, em cilindro, em disco, nos planos, nos eixos, paraboldide

e espiral. Essas distribuigcoes sao apresentadas na Figura 37.

Os conjuntos de pontos utilizados contém entre 25000 e 1000000 de
pontos e as coordenadas dos pontos estao no intervalo unitario. Uma vez
que os testes ocorreram no intervalo unitario, a biblioteca de precisao GNU
MPFR com 256 bits de precisao foi utilizada para tornar possivel obter uma

maior precisao nos testes de posicionamento e da circunsfera.
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(a) Distribuicao (b) Distribuigao (c) Distribuigao (d) Distribuigao
aleatoria. em cilindro. em disco. em torno dos 3
planos.

(e) Distribuigao em (f) Distribuigdo em paraboldide. (g) Distribuicao em
torno dos 3 eixos. espiral.

Figura 37 Distribuicoes de pontos utilizadas em testes. Esses conjuntos contém
25000 pontos.

5.2 Resultados empiricos utilizando 3 formas para a busca de

pontos

Assim como nos algoritmos bidimensionais, nos algoritmos
tridimensionais, exceto para o algoritmo utilizando a insercao de pontos
pela ordem dada pela cut-longest-edge kd-tree, 3 abordagens para a busca
de um ponto p inserido na tesselagao foram testadas. Essas 3 abordagens

Sao:

e hist_tet: tetraedros sao verificados na ordem inversa em que eles foram
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inseridos na tesselagao.

e ylt tet: realiza-se uma busca em largura que é iniciada pelo ultimo

tetraedro criado.

e tet_inc: k tetraedros incidentes ao 1ultimo ponto p inserido na
tesselagao sao verificados. Se um tetraedro cuja circunsfera contendo
o ponto p nao for encontrado, tetraedros adjacentes aos k tetraedros
também sao verificados, a partir do tetraedro menos recentemente

verificado.

A busca pelo ponto p termina quando se encontra um tetraedro
cuja circunsfera contenha p. Para o algoritmo incremental utilizando a
insercao de pontos na ordem dada pela cut-longest-edge kd-tree, a busca
pela circunsfera que passa sobre um tetraedro e que contém p é realizada

pelos k tetraedros incidentes ao né pai de p na cut-longest-edge kd-tree.

Os resultados obtidos sao apresentados a seguir. Nas Tabelas entre
14 e 20 sao apresentados os resultados de uma execucao para as 7 diferentes
ordens de inser¢ao, nas 3 diferentes abordagens. Note que o menor custo
computacional em cada uma das instancias foi colocado em negrito. Nessas

W

tabelas, considere que o simbolo “-” indica que a execucao foi abortada. Em
estruturas tridimensionais, uma execucao foi abortada apds 60 minutos de

execucgao do algoritmo.
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Tabela 14 Custo computacional (em segundos) e ocupagdo de memdria (em

megabytes) do algoritmo incremental utilizando a ordem da curva de
Hilbert, com as 3 abordagens para a busca do tetraedro que contém o
novo ponto inserido, nas 7 distribuicoes de pontos.

Insergao na ordem da curva de Hilbert

Numero de Resul- hist_tet
pontos tados Aleatoria Cilindro Disco Planos Eixos Paraboloide Espiral
25000 Tempo 22,14 271,10 23,09 20,67 21,29 23,15 21,68
Memoéria, 38,50 37,55 36,67 36,78 44,81 43,04 36,60
50000 Tempo 45,34 44,06 47,24 43,36 44,46 47,37 42,30
Memoéria 62,93 64,28 64,70 62,78 75,51 64,80 66,55
75000 Tempo 70,11 67,33 72,45 70,86 68,17 75,84 67,62
Memoéria 88,96 93,15 93,39 88,51 104,32 92,80 94,20
100000 Tempo 92,20 95,18 97,62 95,04 91,28 103,57 87,05
Memoria 114,15 113,32 118,56 115,48 135,59 120,19 122,02
250000 Tempo 236,67 231,88 281,52 225,99 238,12 269,88 230,41
Memoria 268,11 268,02 282,90 276,60 302,46 295,44 293,17
500000 Tempo 482,69 488,00 529,39 476,33 511,13 629,51 496,28
Membéria 516,43 522,32 580,12 556,84 567,85 568,66 576,80
750000 Tempo 757,86 883,23 856,03 777,26 772,49 1065,41 781,06
Memoéria 787,95 781,76 889,77 852,22 836,67 840,98 859,72
1000000 Tempo 982,23 1061,26 1206,12 1081,69 1205,82 1587,46 1157,90
Memoria 1046,48 1050,52 1174,92 1139,43 1084,06 1098,69 1119,75
Numero de Resul- ult_tet
pontos tados Aleatoria Cilindro Disco Planos Eixos Paraboldide Espiral
25000 Tempo 24,33 23,82 25,32 24,20 23,58 27,77 25,43
Memoéria 33,59 33,94 33,94 35,92 37,72 36,80 36,57
50000 Tempo 50,59 49,04 52,61 48,75 49,57 56,74 48,47
Memoria, 56,96 57,04 55,03 55,87 64,73 59,26 61,24
75000 Tempo 76,58 75,01 80,39 74,01 76,07 86,21 72,31
Meméria 75,37 76,03 79,19 76,92 91,13 86,09 86,26
100000 Tempo 104,09 100,59 109,76 98,56 102,73 115,12 98,21
Meméria 96,83 98,21 101,57 97,54 119,26 108,92 111,27
250000 Tempo 267,03 261,46 280,76 257,12 267,57 295,36 250,54
Memoéria 224,81 227,68 247,44 239,49 259,55 276,41 267,91
500000 Tempo 544,19 537,15 563,49 523,38 579,46 611,63 514,47
Memoéria 440,20 444,97 508,07 489,86 490,05 537,66 534,35
750000 Tempo 819,24 798,95 868,96 787,85 888,58 964,40 780,91
Memoria 663,01 667,81 775,00 744,29 709,88 785,71 774,62
1000000 Tempo 1100,95 1077,82 1186,30 1058,02 1336,34 1264,37 1142,13
Meméria 888,45 897,89 1040,79 1005,25 932,92 1039,33 1026,06
Numero de Resul- tet_inc
pontos tados Aleatoria Cilindro Disco Planos Eixos Paraboldide Espiral
25000 Tempo 21,31 20,48 22,03 20,68 20,44 22,55 20,13
Meméria 32,83 33,43 33,42 32,76 37,21 34,37 34,11
50000 Tempo 43,89 42,82 47,20 41,81 42,34 47,05 41,88
Meméria 55,43 54,07 55,55 54,65 66,45 59,52 58,47
75000 Tempo 67,61 64,11 69,49 64,92 65,96 71,26 62,73
Memoéria 74,53 75,50 78,17 78,20 91,39 86,56 86,79
100000 Tempo 88,82 85,74 93,18 85,62 87,32 95,08 82,66
Memoéria 98,78 95,20 99,25 96,94 118,03 111,69 110,25
250000 Tempo 227,88 221,18 240,12 219,64 227,68 244,83 215,87
Memoria 222,75 222,14 249,33 237,69 260,52 280,50 267,91
500000 Tempo 464,95 462,81 489,48 442,11 490,93 509,93 438,99
Memoéria 438,82 446,07 503,02 487,96 490,46 537,74 532,32
750000 Tempo 696,00 683,51 733,58 679,22 756,31 825,51 656,16
Meméria 660,46 666,99 768,66 741,77 710,39 788,91 776,41
1000000 Tempo 929,73 925,99 1008,19 894,22 1174,31 1060,65 967,16
Memoria 887,34 895,78 1038,47 1007,83 931,39 1038,68 1026,84

5.3 Custos computacionais e ocupagoes de memodria nas ordens

d

e insercao de pontos selecionadas

Nesses novos testes, sao verificados os custos computacionais e

ocupacoes de memoéria dos algoritmos incrementais utilizando as abordagens

que obtiveram melhor custo computacional nas instancias de maior
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Custo computacional (em segundos) e ocupacdao de memdria (em
megabytes) do algoritmo incremental utilizando a ordem da curva de
Lebesgue, com as 3 abordagens para a busca do tetraedro que contém
o novo ponto inserido, nas 7 distribuicoes de pontos.

Insercao na ordem da curva de Lebesgue

Numero de Resul- hist_tet
pontos tados Aleatoria Cilindro Disco Planos Eixos Paraboléide Espiral
25000 Tempo 29,48 28,28 29,55 26,16 25,53 29,56 24,80
Memoéria 40,52 37,15 35,98 35,25 40,24 37,84 37,75
50000 Tempo 61,32 58,63 62,16 54,08 55,33 61,74 53,82
Memoéria 57,84 56,88 59,33 58,94 68,87 63,57 63,35
75000 Tempo 93,29 90,93 96,63 84,16 86,24 95,04 79,12
Memoria 83,44 83,91 86,45 83,85 85,08 95,15 91,41
100000 Tempo 126,64 127,86 131,25 115,24 117,94 127,16 107,38
Memoéria 113,33 105,38 111,33 106,58 125,05 122,16 117,81
250000 Tempo 344,20 328,04 354,35 313,50 318,49 340,21 294,34
Memoéria 255,76 242,97 263,92 252,56 278,13 286,61 283,44
500000 Tempo 709,51 697,08 732,17 644,63 714,07 713,79 614,10
Memoéria 488,63 474,74 538,93 517,14 523,22 568,26 560,37
750000 Tempo 1093,10 1049,40 1164,80 988,34 1109,81 1189,07 955,24
Memoéria 720,46 718,96 823,42 796,64 765,28 824,62 830,92
1000000 Tempo 1487,05 1508,01 1577,89 1347,87 1661,08 1581,63 1368,22
Meméria 943,60 960,59 1100,35 1059,63 992,28 1090,79 1075,11
Numero de Resul- ult_tet
pontos tados Aleatdria Cilindro Disco Planos Eixos Paraboldide Espiral
25000 Tempo 40,95 39,32 39,04 32,84 29,63 37,34 31,00
Memoéria 39,00 36,63 36,63 34,41 37,87 35,64 37,83
50000 Tempo 97,99 97,25 88,82 73,04 65,60 79,19 66,82
Memoria 57,06 57,65 59,22 57,84 65,19 61,64 60,57
75000 Tempo 165,08 152,22 141,88 118,34 109,73 122,15 102,64
Memoéria 82,75 78,25 83,79 84,55 93,39 86,17 87,27
100000 Tempo 228,31 225,51 207,63 160,26 151,87 168,57 137,70
Memoéria 107,15 103,43 106,33 100,89 119,13 113,72 111,82
250000 Tempo 737,54 709,74 625,30 482,01 453,52 474,94 390,32
Memoéria 248,66 241,46 259,18 248,08 263,94 285,92 273,90
500000 Tempo 1776,50 1729,19 1534,35 1112,70 1109,93 1035,26 853,18
Memoéria 484,12 486,65 520,33 496,20 500,18 551,77 556,21
750000 Tempo 3010,64 2943,30 2683,74 1818,62 1875,68 1669,23 1380,80
Memoria 718,12 717,62 801,62 757,39 728,87 822,37 804,46
1000000 Tempo - - - 2506,53 2913,19 2329,67 2015,86
Memoéria - - - 1027,47 947,41 1073,43 1043,65
Numero de Resul- tet_inc
pontos tados Aleatoéria Cilindro Disco Planos Eixos Paraboldide Espiral
25000 Tempo 36,11 34,18 33,75 27,28 23,41 30,90 26,10
Memoéria 36,28 35,67 35,86 35,00 39,19 35,06 36,87
50000 Tempo 85,64 85,38 74,02 58,93 51,16 66,61 55,71
Memoéria 59,52 59,59 56,57 54,87 65,20 61,26 61,54
75000 Tempo 142,09 136,45 120,50 96,37 84,03 102,30 85,47
Memoéria 82,97 78,32 78,40 78,82 91,68 87,88 88,25
100000 Tempo 206,98 204,39 173,11 141,08 114,43 141,94 113,29
Memoéria 104,85 105,10 104,57 101,94 116,61 115,18 112,73
250000 Tempo 669,64 659,72 527,03 403,77 360,04 399,67 333,58
Memoria 248,55 244,88 256,88 248,57 259,13 285,90 270,55
500000 Tempo 1679,45 1582,24 1302,47 1121,49 880,34 867,75 712,80
Memoéria 489,42 488,40 521,63 502,94 493,43 554,07 558,03
750000 Tempo 2825,06 2705,95 2282,08 1534,19 1515,28 1406,49 1162,60
Memoéria 725,75 727,16 791,57 768,40 719,29 823,23 809,23
1000000 Tempo - - 3376,47 2133,91 2383,29 1978,72 1682,98
Memoéria - - 1068,08 1031,91 952,30 1077,52 1045,77
tamanho. Esses custos computacionais sao comparados com o custo

computacional do algoritmo incremental utilizando a insercao de pontos

na ordem da cut-longest-edge kd-tree. Em geral, os custos computacionais

nas instancias de tamanho menor coincidem com os custos computacionais

nas instancias de tamanho maior.

Assim  como em estruturas bidimensionais, em estruturas
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Tabela 16 Custo computacional (em segundos) e ocupagdo de memdria (em
megabytes) do algoritmo incremental utilizando a ordem da H-indexing,
com as 3 abordagens para a busca do tetraedro que contém o novo
ponto inserido, nas 7 distribuigoes de pontos.

Insergao na ordem H-indexing

Numero de Resul- hist_tet
pontos tados Aleatoria Cilindro Disco Planos Eixos Paraboloide Espiral
25000 Tempo 51,30 49,69 72,57 51,39 59,71 42,74 40,95
Memoéria 32,09 33,51 35,07 36,30 35,44 31,62 32,18
50000 Tempo 112,93 110,08 161,34 115,06 132,31 94,15 91,83
Memoéria 64,33 62,87 64,82 65,25 62,89 59,08 62,25
75000 Tempo 180,36 169,33 259,72 184,21 210,46 147,69 139,97
Memoéria 93,10 93,27 96,43 92,88 95,72 91,05 88,87
100000 Tempo 249,63 238,26 363,35 257,35 296,80 203,69 193,98
Memoria 120,15 122,96 129,83 127,69 123,82 116,91 117,97
250000 Tempo 713,13 660,85 1108,54 754,32 846,28 553,67 532,16
Memoria 302,12 302,56 305,11 298,66 302,55 290,96 289,78
500000 Tempo 1607,39 1442,18 2547,78 1728,25 1822,91 1191,40 1121,61
Memoéria 599,47 598,74 613,43 597,52 601,11 603,43 586,72
750000 Tempo 2607,18 2440,62 - 2724,49 2802,25 1842,12 1772,78
Memoéria 914,15 909,96 - 913,16 905,78 895,97 896,29
1000000 Tempo - 3466,20 - - - 2525,29 2399,38
Memoéria - 1207,96 - - - 1215,43 1172,43
Nimero de Resul- ult_tet
pontos tados Aleatdria Cilindro Disco Planos Eixos Paraboldide Espiral
25000 Tempo 114,56 111,07 224,62 120,20 167,69 84,44 75,99
Memoéria 26,12 25,57 26,57 25,66 29,08 25,52 28,73
50000 Tempo 288,31 260,10 599,46 315,83 453,58 203,98 186,88
Memoria 47,75 50,24 48,46 51,04 50,85 45,36 47,76
75000 Tempo 488,42 445,39 1073,60 547,81 821,11 337,20 307,61
Memoria 71,49 70,76 71,75 70,10 73,18 73,88 73,95
100000 Tempo 727,99 648,83 1646,92 814,47 1241,80 490,13 452,47
Memoéria 90,95 90,10 94,32 96,15 96,39 89,75 92,60
250000 Tempo 2539,56 2285,81 - 3037,38 - 1366,21 1289,00
Memoéria 222,02 222,35 - 223,88 - 233,22 229,37
Tempo - - - - - 2829,21 2686,31
500000 Meméria _ . ; _ ; 462,75 439,55
Tempo - - - - - - -
750000 Memoria - - - - - - -
Tempo - - - - - - -
1000000 njemgria - - - - - - -
Numero de Resul- tet_inc
pontos tados Aleatoria Cilindro Disco Planos Eixos Paraboldide Espiral
25000 Tempo 41,54 40,78 58,18 42,69 50,91 34,64 32,83
Memoria 27,15 24,34 27,02 28,88 25,34 28,75 27,18
50000 Tempo 91,20 89,30 132,75 96,50 116,27 75,52 72,82
Memoria 48,62 51,15 47,22 49,79 50,33 46,23 46,46
75000 Tempo 143,44 141,56 220,46 155,66 196,26 118,73 117,38
Memoéria 69,69 70,80 67,05 67,04 72,38 74,00 70,05
100000 Tempo 199,75 190,92 323,48 220,02 288,85 164,67 161,38
Memoéria 96,23 89,42 91,76 95,21 98,45 89,53 92,41
250000 Tempo 577,81 558,37 1095,41 687,12 875,84 465,56 448,41
Memoria 220,36 216,48 220,36 221,83 224,51 231,02 230,15
500000 Tempo 1364,31 1272,59 2632,19 1699,99 1531,34 1007,96 982,32
Memoria, 433,87 431,97 443,44 431,04 447,18 462,44 436,21
750000 Tempo 2281,44 2131,05 - 2778,73 2106,72 1610,85 1514,24
Memoria 644,29 642,23 - 659,05 655,30 679,82 670,73
1000000 Tempo 3294,13 3037,27 - - 2737,21 2230,89 2142,49
Memoéria 865,55 861,63 - - 876,79 924,184 898,90

tridimensionais, ao utilizar-se a insercao de pontos na ordem da &arvore
rubro-negra com o percurso em largura e a insercao aleatéria de pontos,
obteve-se um custo computacional alto para a computagao da malha de
Delaunay. Para algumas instancias, esses algoritmos foram executados
em conjuntos com até 25000 pontos. Nas demais instancias, os testes

excederam 60 minutos.
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Tabela 17 Custo computacional (em segundos) e ocupagdo de meméria (em
megabytes) do algoritmo incremental utilizando a ordem espiral, com
as 3 abordagens para a busca do tetraedro que contém o novo ponto
inserido, nas 7 distribuicoes de pontos.

Inser¢ao na ordem espiral

Niumero de Resul- hist_tet
pontos tados Aleatéria Cilindro Disco Planos Eixos Paraboldide Espiral
25000 Tempo 50,70 48,04 70,67 51,45 59,35 42,93 40,48
Memoria 33,28 33,26 36,14 33,48 35,42 34,90 31,43
50000 Tempo 112,83 106,21 159,18 116,12 130,13 93,85 90,61
Memoéria 63,74 60,76 69,15 63,40 64,48 57,78 60,34
75000 Tempo 179,16 172,59 255,83 183,34 212,19 148,60 141,12
Memoria 94,23 91,75 96,85 94,17 94,94 93,76 89,38
100000 Tempo 248,97 241,67 360,51 261,11 295,04 206,92 195,36
Memoéria 119,53 122,26 124,04 122,02 125,37 116,10 119,42
250000 Tempo 704,14 685,43 1103,84 752,53 878,21 591,39 560,41
Memoéria 300,02 298,66 308,06 301,78 304,55 284,67 289,03
500000 Tempo 1586,39 1521,66 2607,23 1718,96 2014,75 1350,36 1284,64
Memoéria 600,28 602,68 607,53 599,75 601,17 574,59 577,99
750000 Tempo 2601,83 2496,68 - 2792,24 3302,04 2212,26 2056,10
Memoéria 915,43 914,60 - 910,23 925,30 876,56 886,57
1000000 Tempo - 3488,91 - - - 3104,44 2860,85
Memoria - 1198,61 - - - 1148,20 1156,00
Nimero de Resul- ult_tet
pontos tados Aleatéria  Cilindro Disco Planos Eixos Paraboldide Espiral
25000 Tempo 113,76 104,86 225,84 126,90 170,01 83,98 76,17
Memoéria 24,88 25,65 29,99 26,90 25,39 24,87 26,08
50000 Tempo 284,92 263,09 591,19 317,58 459,72 202,42 188,76
Memoria 52,63 46,98 47,73 47,80 50,91 49,85 46,19
75000 Tempo 494,86 450,91 1075,68 545,39 860,04 350,47 322,59
Memoéria 68,71 66,55 71,45 70,39 73,37 74,03 69,89
100000 Tempo 725,62 685,11 763,40 816,87 1333,91 489,58 474,76
Memoria 93,95 94,41 90,92 95,30 98,24 91,88 88,63
250000 Tempo 2541,91 2246,73 - 3138,53 - 1658,91 1596,43
Memoéria 219,27 218,64 - 221,66 - 233,02 229,70
500000 JemP9 - - - - - - -
emoria - - - - - - -
750000 1\;{6‘“?‘? - - - - - - -
emoria - - - - - - -
1000000 l\geml"? - - - - - - -
emoria - - - - - - -
Numero de Resul- tet_inc
pontos tados Aleatoria Cilindro Disco Planos Eixos Paraboléide Espiral
25000 Tempo 41,47 40,24 57,53 43,33 50,46 34,27 33,74
Memoria 24,98 27,58 25,14 25,65 25,91 26,30 25,57
50000 Tempo 90,94 86,63 134,37 95,60 122,20 75,46 74,09
Memoéria 49,40 49,75 46,37 48,83 49,55 48,06 47,68
75000 Tempo 142,76 138,95 223,03 153,88 203,44 119,34 115,34
Memoria 67,44 71,49 71,48 68,91 69,30 69,53 69,35
100000 Tempo 199,02 191,57 320,28 224,38 302,49 164,42 162,00
Memoéria 89,30 87,83 89,81 92,15 92,76 87,33 90,57
250000 Tempo 574,69 560,11 1159,02 738,30 1188,90 478,09 473,01
Memoria 214,27 217,93 217,96 223,68 226,02 232,73 224,42
500000 Tempo 1345,04 1281,15 3580,11 2899,57 - 1195,49 1159,24
Memoéria 429,25 441,11 425,87 434,21 - 460,49 438,02
750000 Tempo 2280,03 2117,48 - - - 2088,29 2040,91
Memoria 644,047 642,04 - - - 679,18 671,26
1000000 Tempo 3346,59 3104,88 - - - 3217,54 3200,86
Memoéria 854,19 857,60 - - - 873,38 899,44

Para testes com até 100000 pontos, foram realizadas cinco execugoes.
Para testes com mais de 100000 pontos, foram realizadas trés execugoes.
Para essas execucoes, foi calculada a média do tempo de execucdo, que é
apresentada em segundos, o desvio padrao e o coeficiente de variacao do

tempo e a ocupagao de memoria, que é dada em megabytes.
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Tabela 18 Custo computacional (em segundos) e ocupagdo de memdria (em
megabytes) do algoritmo incremental utilizando o percurso em ordem
na arvore rubro-negra, nas 3 abordagens para a busca do tetraedro que
contém o novo ponto inserido, nas 7 distribui¢oes de pontos.

Insercao na ordem da arvore rubro-negra com percurso em ordem

Numero de Resul- hist_tet
pontos tados Aleatéria Cilindro Disco Planos Eixos Paraboldide Espiral
25000 Tempo 51,54 48,64 46,29 50,98 60,50 40,12 37,74
Memoéria 30,65 35,16 30,78 33,34 37,01 32,60 30,26
50000 Tempo 113,39 109,78 102,16 115,97 138,84 88,10 82,37
Memoéria 60,17 60,69 59,62 60,46 61,57 55,10 57,86
75000 Tempo 181,64 171,94 164,19 183,63 221,68 137,68 133,03
Memoéria 89,22 89,16 86,63 90,41 89,37 82,41 83,73
100000 Tempo 253,46 238,67 227,42 260,14 316,29 190,55 182,06
Memoéria 115,44 115,18 116,57 115,23 115,84 109,30 111,37
250000 Tempo 734,63 703,64 663,62 797,19 933,54 531,62 523,44
Memoéria 285,35 282,94 280,25 286,41 285,31 268,71 273,44
500000 Tempo 1683,80 1592,40 1475,10 1796,26 2154,09 1112,73 1101,83
Memoéria 565,89 570,34 556,55 566,37 568,66 540,71 544,56
750000 Tempo 2755,78 2611,90 2539,55 2976,46 3436,63 1696,81 1682,22
Memoéria 854,09 857,73 847,89 857,98 855,34 826,50 828,33
1000000 Tempo - - 3324,76 - - 2317,7 2208,66
Memoéria - - 1119,94 - - 1101,28 1101,42
Nimero de Resul- ult_tet
pontos tados Aleatéria  Cilindro Disco Planos Eixos Paraboldide Espiral
25000 Tempo 114,81 111,72 90,58 119,39 184,08 75,17 70,99
Memoéria 23,61 23,44 23,97 23,45 25,45 25,65 25,82
50000 Tempo 292,28 278,08 229,21 320,10 528,92 178,25 173,73
Memoéria 44,13 46,53 45,63 44,30 44,28 43,66 43,70
75000 Tempo 509,92 479,07 392,62 573,94 963,90 298,74 293,30
Memoéria 66,09 63,47 64,75 65,57 66,01 61,80 64,54
100000 Tempo 760,37 703,32 584,41 876,79 1509,40 432,98 437,41
Memoéria 85,152 82,97 84,19 85,45 87,94 82,53 82,23
250000 Tempo 2761,46 2591,84 2054,44 3521,22 - 1319,06 1392,17
Memoéria 202,06 202,75 202,82 203,05 - 200,62 200,23
Tempo - - - - - 2761,61 2862,75
500000 Neméria - - - - - 397,05 398,80
750000 I\;[FemP‘? i ‘ ' ) i} ) i}
emoria, - - - - - - -
1000000 MTQ"‘P‘?, ' ' ' ' ' ' '
emodria - - - - - - -
Numero de Resul- tet_inc
pontos tados Aleatoria Cilindro Disco Planos Eixos Paraboléide Espiral
25000 Tempo 41,21 41,15 37,52 42,03 55,49 32,87 31,02
Memoéria 25,80 26,14 24,94 23,44 25,39 23,71 25,17
50000 Tempo 91,76 88,01 84,58 97,32 138,49 72,20 68,85
Memoéria 44,89 43,78 45,02 45,83 44,50 43,92 42,75
75000 Tempo 148,88 142,23 133,21 161,68 252,91 111,68 108,38
Memoéria 65,78 62,18 63,00 64,24 63,71 61,30 62,25
100000 Tempo 206,03 198,90 185,35 235,19 390,06 154,42 152,90
Memoéria 82,51 85,02 83,69 84,52 85,53 82,54 80,71
250000 Tempo 628,25 598,22 563,74 856,14 1735,93 438,32 431,48
Memoéria 201,98 199,74 202,85 201,42 203,73 195,34 197,73
500000 Tempo 1571,76 1470,01 1353,79 2683,50 - 939,37 928,11
Memoéria 396,53 397,62 397,69 398,48 - 395,03 395,06
750000 Tempo 2734,64 2624,56 2291,60 - - 1435,21 1451,45
Memoéria 594,836 592,74 595,03 - - 589,59 590,44
1000000 Tempo - - 3418,17 - - 1974,63 1940,99
Memoéria - - 791,08 - - 788,15 790,57

Nas Tabelas entre 21 e 27 sao apresentados as médias de custo
computacional, o coeficiente de variacdo, o desvio padrao e as ocupagoes
de memoria obtidos nas 7 distribuicbes de pontos, para as 6 ordens de
insercao de pontos. Nas Figuras 38, 39 e 40 sao apresentadas as médias

de custo computacional e as ocupagoes de meméria para as 6 ordens
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Custo computacional (em segundos) e ocupacdao de memdria (em
megabytes) do algoritmo incremental utilizando a ordem do percurso
em largura na arvore rubro-negra, com as 3 abordagens para a busca
do tetraedro que contém o novo ponto inserido, nas 7 distribuigoes de
pontos.

Insergao na ordem do percurso em largura na arvore rubro-negra

Numero de

Resul- hist_tet

pontos tados Aleatoria  Cilindro Disco Planos Eixos Paraboloide  Espiral
25000 Tempo 1890,01 1838,88 1799,00 1556,13 1701,20 2402,17 1548,53
Memoéria 29,50 26,87 31,58 26,73 28,83 32,99 33,88
Numero de Resul- ult_tet
pontos tados Aleatoria  Cilindro Disco Planos Eixos Paraboloide  Espiral
Tempo - - - 3555,00 - - -
25000 Meméria - - - 28,22 - - -
Numero de Resul- tet_inc
pontos tados Aleatoria”  Cilindro Disco Planos Eixos Paraboloide  Espiral
Tempo - - - 3468,74 - - -
25000 Meméria - - - 29,07 - - -
Tabela 20 Custo computacional (em segundos) e ocupagdo de memdria (em

megabytes) do algoritmo utilizando a inser¢ao de pontos aleatdria, com
as 3 abordagens para a busca do tetraedro que contém o ponto inserido,
nas 7 distribuigoes de pontos.

Insercao de pontos aleatdria

Numero de Resul- hist_tet
pontos tados Aleatoria  Cilindro  Disco Planos Eixos Paraboldéide  Espiral
25000 Tempo - - - 1529,63 1540,38 - -
Memboria - - - 26,43 23,82 - -
Numero de Resul- ult_tet
pontos tados Aleatoria Cilindro  Disco Planos Eixos Paraboldide  Espiral
Tempo - - - - - - -
25000 Memoria - - - - - - -
Numero de Resul- tet_inc
pontos tados Aleatéria Cilindro  Disco Planos Eixos Paraboléide  Espiral
Tempo - - - 3444,63 - - -
25000 Memdria - i - 30,31 - - -

de insercao de pontos, na distribuicao aleatéria, em cilindro e em disco,

respectivamente. Nas Figuras 41, 42, 43 e 44 sao apresentadas as médias

de custo computacional e as ocupagoes de meméria para as 6 ordens de

insercao de pontos, na distribuicao em torno dos planos, em torno dos eixos,

em paraboldide e em espiral, respectivamente.

5.4 Analise dos resultados

Os testes realizados para estruturas tridimensionais também

ocorreram somente para instancias com até 1000000 de pontos.

Isso
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Tabela 21 Média de custo computacional (em segundos), desvio padrdo (o),
coeficiente de variacao (CV) e ocupacao de memdria (em megabytes)
para os 6 algoritmos na distribuigao aleatéria. O simbolo - indica que
a execucao foi abortada apés 60 minutos. Maquina utilizada: M2.

cut-longest- Curva de Curva de Rubro-negra

Nuimero de Resul- ] - H-indexing Espiral
edge Hilbert Lebesgue ) ; em ordem
pontos tados kd-tree (tet_inc) (hist_tet) (tetinc)  (tetinc) (tet_inc)
Tempo 16,01 21,29 29,18 41,49 41,26 41,29
25000 o 0,09 0,15 0,30 0,13 0,11 0,09
CV (%) 0,56 0,71 1,03 0,32 0,28 0,23
Memoéria 26,73 32,83 40,52 27,15 24,98 25,80
Tempo 32,29 43,61 61,69 91,01 91,14 91,61
50000 o 0,07 0,22 0,65 0,20 0,28 0,42
CV (%) 0,22 0,51 1,06 0,22 0,31 0,46
Memoéria 49,01 55,43 57,84 48,62 49,40 44,89
Tempo 49,14 66,62 94,49 144,01 143,91 147,18
75000 o 0,64 0,70 1,13 0,44 0,70 1,07
CV (%) 1,31 1,05 1,20 0,30 0,49 0,73
Memoria 69,62 74,53 83,44 69,69 67,44 65,78
Tempo 65,17 89,30 128,24 199,71 199,96 206,43
100000 c 0,31 0,86 1,71 0,45 0,56 1,31
CV(%) 0,48 0,97 1,33 0,22 0,28 0,63
Memoria 93,12 98,78 113,33 96,23 89,30 82,51
Tempo 163,06 228,01 343,58 581,25 580,79 628,31
250000 o 0,09 0,43 2,34 3,18 5,64 0,08
CV(%) 0,05 0,18 0,68 0,54 0,97 0,01

Memoéria 217,49 222,75 255,76 220,36 214,27 201,98
Tempo 325,07 461,47 711,88 1364,16 1348,61 1558,35

500000 o 2,49 3,02 5,28 2,81 3,46 12,10
CV (%) 0,76 0,65 0,74 0,20 0,25 0,77
Meméoria 434,68 438,82 488,63 433,87 429,25 396,53
Tempo 493,28 696,95  1096,91 2280,52  2278,42 2734,87
750000 o 3,73 0,82 18,91 4,35 4,13 4,80
CV (%) 0,75 0,11 1,72 0,19 0,18 0,17
Memoria 665,76 660,46 720,46 644,29 644,04 594,83
Tempo 653,40 932,48  1509,45 3344,48  3339,69 -
1000000 o 4,18 2,58 31,16 50,03 8,11 -
CV (%) 0,64 0,27 2,06 1,49 0,24 -
Memoria 863,04 887,34 943,60 865,55 854,19 -
Numero de resul- Tempo 8 0 0 0 0 0
tados melhores Memoria 0 0 0 0 2 6

porque, assim como em estruturas bidimensionais, a insercao de pontos
na tetraedrizacao de Delaunay pela ordem da cut-longest-edge kd-tree
apresentou os melhores custos computacionais, para todas as distribuicoes
de pontos, em todas as instancias. A insercao de pontos pela ordem da curva
de Hilbert apresentou o segundo melhor custo computacional, em todas as
distribuigoes de pontos, e, em seguida, a insercao de pontos pela ordem da

curva de Lebesgue.

Dentre as trés abordagens para a busca do novo ponto inserido, a
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Tabela 22 Média de custo computacional (em segundos), desvio padrdo (o),
coeficiente de variacao (CV) e ocupacao de memdria (em megabytes)
para os 6 algoritmos incrementais na distribui¢ao em cilindro. O
simbolo - indica que a execucao foi abortada apds 60 minutos. Maquina
utilizada: M1.

cut-longest- Curva de Curva de H- ubro-negra

Numero de Resul- . indexing Espiral R
ontos tados edge Hilbert Lebesgue (tetinc) (tet_inc) em ordem
p kd-tree (tet_inc) (hist_tet) (hist_tet)
Tempo 15,60 20,87 28,12 39,96 20,10 18,55
295000 c 0,37 0,30 0,36 0,62 0,32 0,40
CV(%) 2,42 1,47 1,30 1,57 0.81 0.82
Meméria 27,97 33,43 37,15 24,34 27,58 35,16
Tempo 31.35 42,86 58,38 88.61 87,29 108,01
50000 c 0,71 0,24 0,23 0,99 0,89 1,16
CV(%) 2,28 0,57 0,40 1,11 1,02 1,08
Memoria 48,98 54,07 56,88 51,15 49,75 60,69
Tempo 46,76 64,71 92,22 140,97 138,95 171,82
75000 c 0,44 0,70 1,37 2,07 1,42 0,80
CV(%) 0.95 1,09 1,49 1,46 1,02 0.46
Meméria 68,74 75,50 83,91 70,80 71,49 89,16
Tempo 65,16 87.84 130,38 193,98 193,56 239,13
100000 c 0,95 2,32 2,84 2,99 1,51 0,70
CV(%) 1,45 2.64 2.18 1,54 0.78 0.29
Meméria 94,44 95,20 105,38 89,42 87,83 115,18
Tempo 156,46 223,70 328,66 556,92 562,19 697,91
950000 c 1,00 2,40 1,27 15,37 12.88 5,17
CV(%) 0,63 1,07 0,38 2,76 2,29 0.74
Meméria 220,59 222,14 242,97 216,48 217,93 282,94
Tempo 316,77  459.84 688,93  1284,42 127282  1594,35
500000 c 8,17 5,50 8,40 20,48 12,05 9,26
CV(%) 2,57 1,19 1,22 1,59 0,94 0.58
Meméria 434,58 446,07 474,74 431,97 441,11 570,34
Tempo 482,14  684.78 1052,50 2109,78 212348  2623,29
750000 o 10,86 2,74 5,63 20,48 8,60 10,26
CV(%) 2,25 0,40 0,53 0,97 0.40 0,39

Meméria 667,66 666,99 718,96 642,23 642,04 857,73
Tempo 634,71 913,30  1468,27  3046,79  3074,40 -

I 17,10 12,11 34,41 24,61 27,59 -

1000000 CV(%) 2,69 1,32 2,34 0,80 0,89 -
Memoéria 864,89 895,78 960,59 861,63 857,60 -

Nuamero de resul- Tempo 8 0 0 0 0 0
tados melhores Memoria 2 0 0 4 2 0

curva de Hilbert apresentou os melhores custos computacionais ao utilizar
a abordagem tet_inc, enquanto a curva de Lebesgue apresentou melhores
custos computacionais ao se utilizar a abordagem hist_tet. Nas demais
ordens de insercao de pontos, os melhores custos computacionais alternaram
entre as abordagens tet_inc e hist_tet. A abordagem ult_tet, utilizada para
a busca do novo ponto inserido na tetraedrizagdao, nao apresentou custos

computacionais competitivos com os custos computacionais obtidos ao se
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Tabela 23 Média de custo computacional (em segundos), desvio padrdo (o),
coeficiente de variacao (CV) e ocupacao de memdria (em megabytes)
para os 6 algoritmos na distribuigao em disco. O simbolo - indica que
a execucao foi abortada apés 60 minutos. Maquina utilizada: M3.

Numero de

Resul-

cut-longest- Curva de Curva de H.

indexing Espiral

Rubro-negra

edge Hilbert Lebesgue . ; em ordem
pontos tados kd-tree (tet_inc) (hist_tet) (histtet) (histtet) (hist_tet)
Tempo 16,77 22,16 29,26 72,15 70,33 46,07
25000 o 0,04 0,10 0,34 0,39 0,24 0,16
CV (%) 0,28 0,46 1,19 0,54 0,34 0,35
Memoria 28,05 33,42 35,98 35,07 36,14 30,78
Tempo 33,88 45,98 61,64 160,58 159,03 102,69
50000 o 0,12 0,69 0,34 0,64 0,99 0,63
CV (%) 0,38 1,50 0,55 0,40 0,62 0,61
Memoéria 48,67 55,55 59,33 64,82 69,15 59,62
Tempo 51,45 69,20 95,78 261,36 255,80 165,29
75000 o 0,31 0,37 0,53 2,72 1,79 1,30
CV (%) 0,60 0,54 0,55 1,04 0,70 0,78
Memoéria 68,25 78,17 86,45 96,43 96,85 86,63
Tempo 68,39 93,26 130,58 365,97 364,47 228,21
100000 o 0,47 0,65 0,57 2,21 3,13 0,68
CV(%) 0,70 0,70 0,44 0,60 0,86 0,29
Memoria 93,50 99,25 111,33 129,83 124,04 116,57
Tempo 171,42 239,64 350,99 1103,75 1107,43 665,87
250000 o 0,65 0,62 3,08 4,40 10,58 3,01
CV(%) 0,38 0,25 0,87 0,39 0,95 0,45
Meméria 220,04 249,33 263,92 305,11 308,06 280,25
Tempo 345,08 488,56 734,80 2539,82 2601,26 1480,08
500000 o 2,32 3,74 4,16 21,57 26,48 5,11
CV (%) 0,67 0,76 0,56 0,84 1,01 0,34
Memoria 432,72 503,02 538,93 613,43 607,53 556,55
Tempo 525,97 745,32  1140,04 - - 2431,35
o 9,89 14,68 21,95 - - 93,83
750000 CV (%) 1,88 1,96 1,92 - - 3,85
Meméria 665,69 768,66 823,42 - - 847,89
Tempo 692,32 1003,49 1562,57 - - 3322,28
o 4,01 5,83 13,26 - - 14,26
1000000 CV (%) 0,57 0,58 0,84 - - 0,42
Meméria 861,19 1038,47 1100,35 - - 1119,94
Numero de resul- Tempo 8 0 0 0 0 0
tados melhores Memoria 8 0 0 0 0 0

utilizar as abordagens hist_tet e tet_inc.

Alguns algoritmos incrementais (com os esquemas de insergao de

pontos de acordo com o percurso em ordem na arvore rubro-negra e com o

esquema de indexagao H-indering) utilizaram menor ocupagao de memoria

que o algoritmo incremental utilizando a ordem da cut-longest-edge kd-tree

em 4 distribui¢oes de pontos, que foram: distribuigdo aleatéria, pontos em

um cilindro, pontos em um paraboléide e pontos em um espiral. Porém, a

ocupacao de memodria do algoritmo incremental de Liu, Yan e Lo (2013) foi
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Tabela 24 Média de custo computacional (em segundos), desvio padrdo (o),
coeficiente de variacao (CV) e ocupacao de memdria (em megabytes)
para os 6 algoritmos na distribuicao em torno dos planos. O simbolo -
indica que a execugao foi abortada apds 60 minutos. Maquina utilizada
para testes: M1.

Numero de

Resul-

cut-longest- Curva de Curva de H-

indexing Espiral

Rubro-negra

edge Hilbert Lebesgue - o em ordem
pontos tados kd-tree (tet_inc) (hist_tet) (histtet) (histtet) (hist_tet)
Tempo 15,62 20,48 25,87 51,95 51,87 50,81
25000 c 0,26 0,21 0,21 1,15 0,51 0,21
CV (%) 1,66 1,05 0,82 2,21 0,98 0,42
Meméria 27,00 32,76 35,25 36,30 33,48 33,34
Tempo 31,67 41,88 54,79 115,63 115,60 115,05
50000 o 0,71 0,16 0,61 1,83 1,22 0,76
CV (%) 2,25 0,38 1,12 1,58 1,06 0,66
Memoéria 48,40 54,65 58,94 65,25 63,40 60,46
Tempo 47,71 64,07 83,72 184,27 185,89 184,80
75000 o 0,60 0,74 0,75 1,18 2,55 0,95
CV (%) 1,27 1,15 0,90 0,64 1,37 0,51
Memoéria 68,66 78,20 83,85 92,88 94,17 90,41
Tempo 62,54 86,24 114,58 256,77 262,91 260,95
100000 o 0,49 1,63 1,54 0,90 2,56 5,40
CV (%) 0,78 1,89 1,34 0,35 0,97 2,06
Meméria 94,13 96,94 106,58 127,69 122,02 115,23
Tempo 155,77 219,98 310,30 755,93 759,51 791,89
250000 o 2,69 0,71 5,77 5,36 7,75 11,03
CV (%) 1,72 0,32 1,86 0,71 1,02 1,39
Memoéria 218,98 237,69 252,56 298,66 301,78 286,41
Tempo 323,64 447,43 645,74 1723,72 1718,67 1793,14
500000 o 3,88 4,75 5,40 8,37 1,12 7,45
CV(%) 1,20 1,06 0,83 0,48 0,06 0,41
Memoéria 435,03 487,96 517,14 597,52 599,75 566,37
Tempo 474,46 677,80 981,92 2780,08 2809,49 3030,32
750000 o 3,35 9,40 5,71 63,14 22,26 60,40
CV(%) 0,70 1,38 0,58 2,27 0,79 1,99
Meméria 663,95 741,77 796,64 913,16 910,23 857,98
Tempo 643,03 905,81  1343,92 - - -
c 10,58 11,71 12,65 - - -
1000000 CV(%) 1,64 1,29 0,94 - - -
Meméria 859,52 1007,83 1059,63 - - -
Nuamero de resul- Tempo 8 0 0 0 0 0
tados melhores Memoria 8 0 0 0 0 0

competitiva com a ocupagao de memoria desses algoritmos. E possivel que

em uma outra implementacio, o algoritmo de Liu, Yan e Lo (2013) utilize

menor ocupacao de memoria que a implementacao utilizada neste trabalho.

Dentre todas as ordens de insercdao de pontos testadas, a insercao

aleatéria foi a que, em geral, apresentou piores custos computacionais para a

computacao da tetraedrizagao de Delaunay. A insercao aleatéria de pontos

obteve melhor custo computacional apenas na distribuicdo em torno dos
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Tabela 25 Média de custo computacional (em segundos), desvio padrdo (o),
coeficiente de variacao (CV) e ocupacao de memdria (em megabytes)

para os algoritmos incrementais nem torno dos eixos.

O simbolo -

indica que a execugao foi abortada apds 60 minutos. Maquina utilizada:

M2.
P cut-longest- Curva de Curva de . B . Rubro-negra
Numeio de I?eZUI_ edge Hilbert Lebesgue H‘an(?m‘ng }l?s;;u;a)ls em ordem
pontos ados kd-tree (tet_inc) (hist_tet) (tetinc)  (histtet) (hist_tet)
Tempo 19,70 20,47 25,40 50,56 58,98 61,07
25000 o 0,08 0,14 0,07 0,40 0,51 0,41
CV (%) 0,42 0,70 0,31 0,80 0,87 0,68
Meméoria 27,57 37,21 40,24 25,34 35,42 37,01
Tempo 36,19 42,65 55,31 117,17 131,15 138,41
50000 o 0,43 0,24 0,43 0,71 1,55 2,44
CV (%) 1,20 0,57 0,77 0,61 1,18 1,76
Memoria 49,74 66,45 68,87 50,33 64,48 61,57
Tempo 50,97 66,01 86,37 197,24 212,52 221,75
75000 o 0,58 0,35 0,39 1,22 2,96 1,20
CV (%) 1,14 0,53 0,45 0,62 1,39 0,54
Memoria 68,22 91,39 85,08 72,38 94,94 89,37
Tempo 69,06 87,52 117,42 288,69 295,07 313,10
100000 o 0,38 0,48 1,03 1,14 2,08 3,06
CV (%) 0,55 0,55 0,88 0,39 0,70 0,97
Memoéria 93,96 118,03 125,05 98,45 125,37 115,84
Tempo 208,41 227,62 318,93 858,75 881,29 942,53
250000 o 0,30 0,93 0,39 15,19 8,70 8,20
CV (%) 0,14 0,41 0,12 1,76 0,98 0,87
Memoéria 234,78 260,52 278,13 224,51 304,55 285,31
Tempo 335,06 490,29 714,34 1535,76 1996,23 2169,20
500000 o 1,21 1,41 2,36 6,11 17,09 13,39
CV(%) 0,36 0,28 0,33 0,39 0,85 0,61
Memoéria 431,70 490,46 523,22 447,18 601,17 568,66
Tempo 517,32 754,11  1104,10 2106,14 3269,56 3489,51
750000 o 4,05 2,33 5,17 3,50 30,20 45,91
CV(%) 0,78 0,30 0,46 0,16 0,92 1,31
Memoria 668,12 710,39 765,28 655,30 925,30 855,34
Tempo 864,39 1175,34  1656,43 2739,21 - -
I 1,52 11,18 5,51 16,52 - -
1000000 CV(%) 0,17 0,95 0,33 0,60 - -
Memoria 936,37 931,39 992,28 876,79 - -
Nuamero de resul- Tempo 8 0 0 0 0 0
tados melhores Memoria 4 0 0 4 0 0

planos e em torno dos eixos quando foi utilizada a insercao dos pontos de

acordo com a ordem da arvore rubro-negra utilizando o percurso em largura.

Em geral, o algoritmo incremental utilizando a insercao de pontos de acordo

com o percurso em largura na arvore rubro-negra foi o que apresentou o

segundo pior custo computacional.
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Tabela 26 Média de custo computacional (em segundos), desvio padrao (o),
coeficiente de variacado (CV) e ocupagao de memoria (em megabytes)

para os 6 algoritmos na distribuicao em paraboldide.

utilizada: M3.

Maquina

cut-longest Curva de Curva de

Rubro-negra

Numero de Resul- . H-indexing Espiral
edge Hilbert Lebesgue : ; em ordem
pontos tados kd-tree  (tet_inc) (hist_tet) (tetinc)  (histtet) (tet_inc)
Tempo 15,51 22,56 29,33 34,74 42,84 32,92
25000 o 0,06 0,13 0,15 0,09 0,27 0,22
CV (%) 0,39 0,61 0,52 0,26 0,64 0,69
Membéria 24,83 34,37 37,84 28,75 34,90 23,71
Tempo 31,53 46,49 61,04 75,62 93,41 71,61
50000 o 0,10 0,40 0,41 0,12 0,44 0,35
CV (%) 0,33 0,86 0,67 0,16 0,47 0,50
Memoéria 47,91 59,52 63,57 46,23 57,78 43,92
Tempo 48,28 71,56 93,31 119,50 148,13 111,83
75000 o 0,09 0,42 1,00 0,76 0,66 0,45
CV (%) 0,20 0,59 1,08 0,63 0,45 0,40
Memoéria 66,5 86,56 95,15 74,00 93,76 61,30
Tempo 64,62 95,19 125,71 165,50 204,99 154,54
100000 o 0,39 0,23 0,98 0,78 1,50 0,86
CV (%) 0,61 0,24 0,78 0,47 0,73 0,55
Memoéria 90,92 111,69 122,16 89,53 116,10 82,54
Tempo 163,43 247,88 339,74 466,04 582,64 435,97
250000 o 0,13 3,33 3,99 0,82 7,57 2,09
CV (%) 0,08 1,34 1,17 0,17 1,30 0,48
Meméria 210,90 280,50 286,61 231,02 284,67 195,34
Tempo 332,78 513,51 711,63 1013,35 1337,75 939,19
500000 c 2,72 5,18 1,86 5,12 13,98 6,99
CV(%) 0,82 1,00 0,26 0,50 1,04 0,74
Memoéria 422,27 537,74 568,26 462,44 574,59 395,03
Tempo 502,74 810,99 1189,73 1601,58 2198,20 1445,48
750000 o 2,72 12,65 1,51 9,82 16,95 9,95
CV(%) 0,54 1,56 0,12 0,61 0,77 0,68
Meméria 648,95 788,91 824,625 679,82 876,56 589,59
Tempo 667,19 1072,25 1580,52 2209,74 3108,80 1972,73
1000000 c 3,04 12,05 1,10 19,02 14,27 1,40
CV (%) 0,45 1,12 0,06 0,86 0,45 0,07
Meméria 844,01 1038,68 1090,79 924,18 1148,20 788,15
Numero de resul- Tempo 8 0 0 0 0 0
tados melhores Memoria 0 0 0 0 0 8
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Tabela 27 Média de custo computacional (em segundos), desvio padrao (o),
coeficiente de variacado (CV) e ocupagao de memoria (em megabytes)
dos 6 algoritmos incrementais na distribuicdo espiral.
utilizada: M1.

Maquina

cut-longest- Curva de Curva de

Rubro-negra

Numero de Resul- . H-indexing Espiral
edge Hilbert Lebesgue : ; em ordem
pontos tados kd-tree (tet_inc) (hist_tet) (tetinc)  (histtet) (tet_inc)
Tempo 15,24 20,01 24,78 33,26 10,31 31,21
25000 o 0,25 0,06 0,10 0,25 0,23 0,23
CV (%) 1,69 0,34 0,43 0,76 0,57 0,76
Memoéria s 34,11 37,75 27,18 31,43 25,17
Tempo 31,18 41,70 51,99 73,08 91,28 68,53
50000 o 0,68 0,58 1,06 0,97 1,68 0,47
CV (%) 2,19 1,41 2,05 1,33 1,84 0,69
Memoéria 48,14 58,47 63,35 46,46 60,34 42,75
Tempo 46,05 62,44 79,80 115,88 144,09 114,41
75000 o 0,58 0,47 0,71 1,18 4,54 4,65
CV (%) 1,28 0,75 0,89 1,02 3,15 4,07
Memoéria 68,65 86,79 91,41 70,05 89,38 62,25
Tempo 61,75 83,33 106,94 161,01 198,42 151,42
100000 o 0,43 0,54 3,73 2,85 3,69 1,12
CV (%) 0,70 0,65 3,49 1,77 1,86 0,74
Meméria 91,37 110,25 117,81 92,41 119,42 80,71
Tempo 155,84 216,30 296,21 459,36 577,57 447,89
250000 o 4,23 0,80 4,97 12,08 18,20 17,99
CV (%) 2,71 0,37 1,67 2,62 3,15 4,01
Memoéria 216,26 267,91 283,44 230,15 289,03 197,73
Tempo 311,63 440,59 614,88 980,84 1285,08 937,39
500000 o 3,71 6,88 0,75 4,07 1,38 10,36
CV(%) 1,19 1,56 0,12 0,41 0,10 1,10
Memoéria 428,87 532,32 560,37 436,21 577,99 395,06
Tempo 466,85 670,91 953,25 1552,99 2098,09 1464,37
750000 o 4,47 14,71 8,45 35,67 42,89 11,74
CV(%) 0,95 2,19 0,88 2,29 2,04 0,80
Memoéria 658,70 776,41 830,92 670,73 886,57 590,44
Tempo 619,16 975,30  1398,54 2129,26 2869,00 1921,53
1000000 o 6,82 14,82 44,89 11,45 69,15 18,25
CV (%) 1,10 1,52 3,21 0,53 2,41 0,94
Membéria 855,36 1026,84 1075,11 898,90 1156,00 790,57
Nuamero de resul- Tempo 8 0 0 0 0 0
tados melhores Memoria 0 0 0 0 0 8
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(a) Custo computacional. (b) Ocupagao de meméria.

Figura 38 Custos computacionais e ocupagoes de meméria dos 6 algoritmos
incrementais em conjuntos de pontos distribuidos de maneira aleatéria.
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(a) Custo computacional. (b) Ocupagao de meméria.

Figura 39 Custos computacionais e as ocupagoes de memoria dos 6 algoritmos
incrementais em conjuntos de pontos distribuidos em cilindro.
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Figura 40 Custos computacionais e
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Figura 41 Custos computacionais e
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(b) Ocupagio de meméria.

ocupacoes de memoria dos 6 algoritmos

incrementais em conjuntos de pontos distribuidos em torno dos planos.
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Figura 42 Custos computacionais e ocupagoes de meméria dos 6 algoritmos
incrementais em conjuntos de pontos distribuidos em torno dos eixos.
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Custo computacional Ocupacdo de memédria
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(a) Custo computacional. (b) Ocupagao de memdria.

Figura 43 Custos computacionais e ocupagoes de meméria dos 6 algoritmos
incrementais em conjuntos de pontos distribuidos em paraboldide.

_ Custo computacional Ocupacao de memdria
wn 1400
T 10
‘g 1000 —— Cut-longest-
edge kdiree
”E" 800 —— Hilbert
600 Lebesque
3 e HindEXing
o o ——Espiral
2 g b nega
0
|2 25000 50000 75000 100000 250000 500000 750000 1000000 25000 50000 75000 100000 250000 500000 750000 1000000
Numero de pontos Numero de pontos
(a) Custo computacional. (b) Ocupagao de memdria.

Figura 44 Custos computacionais e ocupagbes de meméria dos 6 algoritmos
incrementais em conjuntos de pontos distribuidos em espiral.
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6 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Quatro sequéncias de insercdo de pontos para algoritmos
incrementais para a geracao da tesselacao de Delaunay foram propostas:
a ordem da &rvore rubro-negra, com percursos em ordem e em largura,
a ordem espiral e a ordem do H-indexing. s custos computacionais
e ocupacoes de memoria desses algoritmos foram comparados com os
custos computacionais e ocupacoes de memoéria dos algoritmos incrementais
utilizando a ordem da cut-longest-edge kd-tree, pelas ordens das curvas de

Hilbert e de Lebesgue e pela insercao de pontos aleatoria.

Os testes foram realizados em estruturas bidimensionais e
em estruturas tridimensionais no intervalo unitario. Em estruturas
bidimensionais, realizaram-se testes em 6 distribuicoes de pontos e em

estruturas tridimensionais, os testes ocorreram em 7 distribui¢oes de pontos.

Os testes foram realizados em conjuntos com até 1000000 de pontos.
Nao foram realizados testes em instancias maiores porque o algoritmo
incremental com a insercao de pontos na ordem da cut-longest-edge kd-
tree apresentou o melhor custo computacional, em todas as distribuicoes
de pontos, em todas as instancias. Em todos os testes, utilizou-se a
biblioteca de precisao MPFR para a realizacao dos testes de orientagao,

de circuncirculo e de circunsfera.

Os resultados obtidos neste trabalho corroboram com os testes
realizados por Liu, Yan e Lo (2013), que mostram que o custo computacional
do algoritmo incremental utilizando a insercao de pontos na ordem da curva

de Hilbert foi superior ao custo apresentado ao utilizar a ordem da cut-
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longest-edge kd-tree. Embora os testes de Liu, Yan e Lo (2013) tenham
ocorrido em estruturas tridimensionais, mostrou-se neste trabalho que o
custo computacional ao se utilizar a ordem dada pelo percurso em largura
na cut-longest-edge kd-tree em estruturas bidimensionais também é inferior
ao custo computacional do algoritmo incremental utilizando a ordem da

curva de Hilbert para a insercao de pontos na triangulacao de Delaunay.

Em alguns testes, algoritmos incrementais, como, por exemplo,
o algoritmo utilizando o percurso em ordem na &rvore rubro-negra (em
estruturas bidimensionais e tridimensionais) e utilizando a ordem do
indexador H-indexing (em estruturas tridimensionais) para determinar
a ordem em que os pontos sao inseridos no dominio, apresentaram
uma ocupacao de memoria inferior a memdria utilizada pelo algoritmo
incremental utilizando a ordem da cut-longest-edge kd-tree. Porém, a
ocupagao de memoria do algoritmo incremental de Liu, Yan e Lo (2013) foi
competitiva com todos esses algoritmos, em todos os testes. E possivel que
uma outra implementacao do algoritmo incremental utilizando a ordem da
cut-longest-edge kd-tree possa apresentar uma ocupacao de memoria menor

que a implementacao utilizada neste trabalho.

Ao utilizar o algoritmo incremental de Liu, Yan e Lo (2013), o
dominio é subdividido de maneira mais uniforme que os demais algoritmos
incrementais implementados neste trabalho. E provavel que, por esse
motivo, seja necessario um numero menor de testes de orientacao, testes
do circuncirculo (em estruturas bidimensionais) e testes da circunsfera
(para estruturas tridimensionais) no algoritmo incremental de Liu, Yan e
Lo (2013) quando comparado ao numero de testes realizados nos demais

algoritmos incrementais avaliados neste trabalho. Além disso, ao utilizar
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o algoritmo de Liu, Yan e Lo (2013), um ndmero menor de poliedros
sao criados e destruidos quando comparado ao nimero de criacoes e
delecoes de poliedros nos outros 7 algoritmos avaliados. Tanto em
estruturas bidimensionais quanto em estruturas tridimensionais, os custos
computacionais obtidos ao se utilizar a insercao aleatéria de pontos e a
insercao de pontos de acordo com o percurso em largura na arvore rubro-

negra nao foram competitivos com os demais algoritmos implementados.

O algoritmo incremental de Liu, Yan e Lo (2013) é o possivel
estado da arte para a geragdo da tetraedrizagdo de Delaunay. Como
esse algoritmo foi superado pelo algoritmo incremental de Lo (2013) em
estruturas bidimensionais, o algoritmo de Lo (2013) é o possivel estado da

arte para a geragao da triangulagao de Delaunay.

Trabalhos futuros referem-se & realizacdo da paralelizacao desses
algoritmos incrementais, tanto em estruturas bidimensionais quanto em
estruturas tridimensionais. Pretende-se avaliar o custo computacional e a
ocupacao de memoria desses algoritmos, comparando os resultados obtidos
apds a paralelizacao com os resultados obtidos utilizando a implementagao

sequencial.

Além disso, como trabalhos futuros, pretende-se implementar
as variagoes dos testes de orientacdo (para estruturas bidimensionais
e tridimensionais), de circuncirculo (para estruturas bidimensionais) e
de circunsfera (para estruturas bidimensionais) propostas em Shewchuk
(1997a). Sera verificado se a utilizacao dessas variagoes de testes diminuirao
os custos computacionais dos algoritmos incrementais implementados neste

trabalho.
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