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Dedico esta dissertagdo a todos os estudantes que, por vontade de
aprender, buscardo a fisica para sanar e engrandecer sua inesgotdvel

curiosidade e vontade do saber.
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RESUMO

Nesta dissertacao estudamos os fundamentos da teoria quantica de campos
e, com esta base, investigamos uma extensao da Eletrodindmica Quantica
em que a simetria de Lorentz e de calibre sdo explicitamente quebradas. A
violagdo da simetria de Lorentz é implementada por anisotropias do espago-
tempo introduzidas por tensores constantes, enquanto a violagao da simetria
de calibre é realizada pela introdugdo de termos de massa para o féton.
Nesta extensao do Modelo Padrao nos utilizamos do Método de Dualizagao
de Noether para recuperar a simetria de calibre. Neste trabalho mostramos
que a teoria dualizada é uma formulagao fisicamente equivalente ao modelo
original sem a simetria de calibre, as grandezas fisicas calculadas a partir
desses dois modelos devem produzir os mesmos resultados. Desta forma
escolhemos uma grandeza fisica no qual exploramos esta equivaléncia: a

secao de choque de um espalhamento Moéller.

Palavras-Chave: Ciéncias Exatas; Dualizacao de Nother; Se¢ao de Choque

; Simetria de gauge; quebra de simetria.



ABSTRACT

In this work we studied the fundamentals of quantum field theory and, on
this basis, we investigate an extension of Quantum Electrodynamics with
Lorentz and gauge symmetry explicitly broken. The Lorentz symmetry vi-
olation is implemented by space-time anisotropy introduced by a constant
tensor, while the violation of Gauge symmetry is achieved by the introduc-
tion of mass terms for photon . In this extension of the Standard Model
we use the Noether dualization method to recover the gauge symmetry .
We show that the dualized theory is a physically equivalent formulation to
the original model without the gauge symmetry. The physical quantities
calculated from these two models should produce the same results. Thus,
we chose a physical quantity in which we explore this equivalence: the cross

section of a Moller scattering.

Keywords: Exact Sciences; Noether Dualization; Cross Section; Gauge

broken Symmetry.
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1 INTRODUCAO

Uma das maiores conquistas da fisica foi o desenvolvimento de uma teo-
ria unificada que engloba as interacoes eletromagnética, fraca e forte em
uma unica teoria, constituindo o chamado Modelo Padrao (MP)(NOVAES,
1999). A interacdo gravitacional ndo faz parte do modelo.

Os fundamentos do MP comecaram a se consolidar no inicio dos
anos sessenta quando Salam e Ward propoem uma teoria para descrever as
interacoes forte e fraca por meio de transformacdes de calibre generalizadas
(SALAM; WARD, Set. 1961). No mesmo ano Glashow cria uma descrigao
para as interacoes entre as particulas por meio de bésons vetoriais Z° e
W=, ou seja, agora estas interacdes se ddao por particulas mediadoras de
forcas. Poucos anos mais tarde os mesmos Salam, Glashow e Weinberg
estimam a massa do W e Z por meio da construgao da lagrangiana do setor
eletrofraco (SALAM; WARD, Nov. 1964; CHRISTENSON et al., Jul.1964).
Consolidava-se uma das principais dreas de estudo da fisica de particulas. A
teoria eletrofraca possui grande poder de predicao que foram testadas com
sucesso em 1982, quando se obteve a primeira medicdo dos bésons W e Z.
Mais recentemente, as colaboragoes CMS e ATLAS (AAD et al., Sept.2012;
NICOLAIDOU; SIROIS, 2015), do CERN, anunciaram a descoberta de uma
nova particula, identificada com o Béson de Higgs predito pelo modelo na
década de 60 (HIGGS, May. 1966; HIGGS, Oct. 1964) até o presente
momento (BERINGER et al., july 2012).

Na construcao do modelo descrito acima, as simetrias desempenha-
ram um papel fundamental (KOSTELECKY, 1998). Entre as mais impor-
tantes encontram-se as simetrias associadas a invaridncia das leis frente a
transformagoes de Lorentz préprias, que englobam rotacoes, translacoes e
boosts (BELICH et al., 2007), e as simetrias internas associadas as transfor-

magoes de calibre (KOSTELECKY, 1998). Além das simetrias de Lorentz
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e de calibre, desempenham um papel relevante na fisica as chamadas sime-
trias discretas C, P e T, que representam, respectivamente, as operagoes de
conjugacao da carga, transformacao de paridade e inversao temporal. Toda
teoria quantica de campos relativistica é invariante pela transformacao com-
binada CPT (STREATER, ). As simetrias de Lorentz, de calibre e CPT
fazem parte do Modelo Padrao.

Apesar de seu grande poder preditivo, o MP néo é uma teoria com-
pleta. Como exemplo disso, o modelo padrdo nao incorpora o fato de que
os neutrinos ve, v, e v, possuem massa, conforme descoberto por Arthur
B. McDonald e Takaaki Kajita. Assim existe um concesso de que o MP
necessita de algum tipo de extensdo (KOSTELECKY; RUSSELL, 2011).
Atualmente existe um grande campo de pesquisa que trata da construcao
de algum tipo de generalizagao (ELLIS, 2002).

Em um panorama geral, o presente trabalho contextualiza-se em
uma proposta de extensdao do MP de Colladay e Kostelecky, o Modelo Pa-
drao Extendido (MPE - conhecido na literatura da area como Standard Mo-
del Extension, ou simplesmente SME) (COLLADAY; KOSTELECKY, July
1997; COLLADAY; KOSTELECKY, Oct.1998). O MPE caracteriza-se por
uma violagdo da simetria de Lorentz no sentido de que o modelo possui
tensores constantes que privilegiam dire¢oes no espago-tempo. Embora a
covariancia por transformagoes de Lorentz entre referenciais inerciais seja
mantida, a anisotropia introduzida pelos tensores constantes conduz a pre-
dicoes que podem ser testadas experimentalmente. Realmente, um grande
nimeros de experimentos vem buscando desvios preditos pelo MPE (KOS-
TELECKY; RUSSELL, 2011), o que representaria uma violagao da Teoria
da Relatividade, em que o espaco-tempo é isotrépico e as leis, portanto, nao

possuem tensores constantes.
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Recentemente, Donoghue e El-Menoufi (DONOGHUE et al., 2010)
sugeriram que violacbes da simetria de Lorentz como as que ocorrem no
MPE podem induzir violacGes da simetria de calibre, outra simetria do MP
mantida no MPE. Os autores fizeram uma andlise fenomenolégica do es-
palhamento foton-féton introduzindo termos na agdo que violam a simetria
de calibre. Independentemente, Brito, Scarpelli e Fargnoli investigaram as
modificagoes quanticas na eletrodindmica escalar com simetria de gauge
espontaneamente quebrada, modificando o setor do féton da teoria livre
com o termo CPT-impar proposto originalmente por Carrol, Field e Jackiw
(CARROLL et al., Feb.1990). Como resultado, obtiveram que em um lago,
além dos termos de massa como os que foram considerado em (ANBER
et al., July 2009; EL-MENOUFI; DONOGHUE, 2013), o setor do féton é
modificado pela induc¢do de um termo CPT-par (BRITO et al., June 2013).

Motivados pelos resultados preliminares que obtiveram em (FARG-
NOLI et al., Oct. 2014), esses autores estudaram uma generalizagdo do
modelo de Procca com a simetria de calibre do campo vetorial A* violada
por termos tipo massa e um termo CPT-par presente no setor do féton do
MPE. A lagrangiana do modelo é dada por'

1 1 5 m?

L= _ZFWFW —3 (b F*)* + TA“hWAV (1.1)
onde h*¥ = gh¥ —bHpY, FH = gF AY — 9¥ A¥, e m um pardmetro com dimen-
sdo de massa. O objetivo do trabalho foi obter o dual do modelo definido
pela lagrangiana acima através do Método de Dualizacao de Noether e estu-
dar sua equivaléncia no nivel do espectro de autovalores dos propagadores

da teoria livre (FARGNOLI et al., Oct. 2014). Com essa anédlise, pode-se

LA métrica adotada ao longo do trabalho é gur = (1,—1,—1,—1). Estamos adotando
o sistema de unidades em que c=h = 1.
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verificar que pelo menos no que concerne a teoria livre, os modelos ndo sdo
fisicamente equivalentes.

Neste trabalho abordaremos uma extensdao do modelo 1.1, exposto
em (FARGNOLI et al., Oct. 2014) com o objetivo especifico de avaliar a
equivaléncia entre o modelo 1.1 e seu dual, porém com o acoplamento do
campo de calibre A" com a matéria fermiénica. Mais especificamente, a
finalidade do projeto é avaliar a equivaléncia fisica entre uma extensao da
Eletrodindmica Quantica, extendida com violacdo da simetria de calibre,
com o modelo dual obtido via Método de Dualizagao de Noether. A principal
contribuicao do trabalho seréd avaliar tal equivaléncia através do célculo da
secao de choque do espalhamento elétron-elétron (espalhamento Moller) nos

dois modelos.
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2 ELEMENTOS DA TEORIA QUANTICA DE CAM-
POS

Antes de abordarmos os topicos especificos deste trabalho, faremos uma
breve apresentacdo dos elementos essenciais da formulacao canonica da Te-
oria Quantica de Campos. Essas sdo as bases tedricas sobre as quais esta

fundamentada nossa investigacao.

2.1 O campo de Dirac

Na teoria classica de campos a descricdo canonica de férmions é dada em

termos de um campo 1 satisfazendo a equacao de Dirac
(i — M)y =0, (2.1)

em que J' é a derivada parcial e M é a massa do férmion vezes a matriz
identidade. A equacdo de Dirac pode ser obtida de um principio variacional

partindo da agao

Sdirac:/d4x£dirac> (22)

em que a densidade de lagrangiana Lg;.q. € dada por
1 - 4 .
Edirac = iw")ﬂu 0 ;ﬂ/} - MW% (23)

que apdés integracao por partes pode ser escrita como

‘Cdirac = ¢ (Z"y#a,u - M) @ZJ (24)

L Utilizaremos a notagao yf = a*~,, sendo v, com p=0,1,2,3, as matrizes de Dirac. A
representacao das matrizes de Dirac utilizadas no trabalho assim como detalhes de toda a
discussdo desenvolvida nessa se¢io podem ser encontrados na referéncia (GOMES, 2015).
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A equacdo 2.1 é uma equagdo matricial. Portanto uma solucao

¢é composta de 4 componentes. Uma solucdo de onda plana da equagao de

Dirac deve ser escrita como 2

(@) = u(p)e” " +u(p)e’?, (2.5)

em que pr = pz, = pzo—p- & com p° = E, = \/p?2+ M?2. De 2.1, segue
que

(p—M)u(p) =0 (2.6)
(p+M)v(p)=0. (2.7)

No referencial de repouso (p'=0 e p® = M) as equacgdes acima tornam-se

(’yo - I) u(0) =0 (2.8)
(*yo—i—I) v(0) =0, (2.9)
o’ 0
em que I representa a matriz identidade 4 x4 e Y = E com
0 —o
10
o = . De refeq:refrepU(p) e 2.9 conclui-se que u(0) e v(0) séo
01

autovetores de v° com autovalores 1 e —1, respectivamente. Seguindo a
convengao adotada em (GOMES, 2015), as soluges 2.8 e 2.9 podem ser

construidas como autovetores do operador correspondente a componente .S,

20s dois termos com u(p) e v(p) devem aparecer em 2.5. De fato, a existéncia de
solugdo diferente da trivial exige que o operador (]5— M) seja singular, ou seja, possua
determinante igual a zero. Dai segue que a componente p° em uma solucdo genérica da
forma ¢ (z) = w(p)e P admite os dois sinais p° = +Ep. Assim, o primeiro termo em 2.5
corresponde a w(p) — u(p) da possibilidade pO = +E,, enquanto o segundo termo com
w(p) — v(p) correspondente a p’ — —Ep.



18

do spin. Com isso temos as solucoes
1 0
0 1
u™M(0) = u®(0) = , (2.10)
0 0
0 0

para solugoes associadas a +F),, enquanto as solucoes correspondentes a

—FE), podem ser escritas como

vM(0) = v (0) = . (2.11)

= o o O
—_

[an}

2)

Portanto, u) e v(? correspondem a solugdes com componente z

h
29

enquanto u@ e v com componente z do spin —%. Por uma

do spin
transformagao de Lorentz (boost) do referencial de repouso para um referen-
cial com velocidade @ = j/p" encontra-se a expressdo explicita das solucdes

u™ (p) e v (p), com r =1,2 (GOMES, 2015). Seguem dai as identidades

" (p)ul® (p) = u"(0)u*)(0) = 6,4 (2.12)
7 (p)v® (p) =5 (0)0) (0) = =5y (2.13)
a 0
31\/[atrizes tipo coluna da forma (I; e 8 , com componentes constantes a,

o

d

b, c e d, possuem autovalores +1 e —1 respectivamente, portanto sdo solugdes de 2.8 e
2.9. As componentes sdo fixadas por condigdes de normalizagdo. Dado que o operador
o, 0

correspondente a componente S do spin é definido por S, = 0 o
z

(o %)

, em que o =
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0" (p)7%u) (—p) = a" (p)r 0 (—p) = 0. (2.14)

em que 0,5 é a delta de Kronecker.
De posse das solugoes de onda plana, uma solugao geral da equacao

de Dirac é dada por uma superposicao na variavel continua p:

(r) (r)* (r)
¥(z) 3/2 Z/E,,/M (p) by (z) + 0" (p) by (z:)]. (2.15)
Na expressao acima E, = /p?+ M?; o fator E,/M fornece uma

3
medida de integragao invariante de Lorentz dada por E’i /117\4' Os coeficientes

a) (p) e (") (p) sdo dados por

a (p) = (27r1)3/2/d3$6imu(r) (p)7 () (2.16)
1 o
= [ @iy (217)

As ultimas expressoes podem ser obtidas invertendo 2.15 pelo uso das iden-
tidades 2.12, 2.13 e 2.14.

Um teorema geral da Teoria Quantica de Campos livres, o Teorema
Spin-Estatistica, implica que a quantizacdo canodnica de campos com spin

1/2 deve ser feita com regras de anticomutagdo em tempos iguais:

{va@a®).vs@ )} ,_, = {Wh@a"). 0@y}, =0 (218)

{va(@2%). 0}@1")},_ , = Fasd(@— ). (2.19)
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—

em que 6(Z —¥) ¢é a delta de Dirac e os indices o, 5 = 1,2,3,4 representam

as componentes de ¢ =

Promovendo ¢ (z) em 2.15 a um operador de campo satisfazendo as
regras de anticomutacao 2.18 e 2.19 resulta que os tnicos anticomutadores

ndo nulos dos operadores a) (p) e b(")(p) sio

{0l ()} = {00 0), 610 0) } = 5,0 225G~ ).
Postulando a existéncia de um estado | 0) tal que
" (p) | 0) =" (p) | 0) =0
¢é possivel construir estados
| p,r) =al(p) | 0) (2.20)
| k,s) =01 (k) | 0), (2.21)

que sdo interpretados naturalmente como estados de uma particula e uma
antiparticula. De fato, um célculo explicito mostra que além de serem
autovetores dos operadores de momento e energia, os estados também sao
autoestados do operador de carga:+1 para os estados | p,r) e —1 para |
k,s). Além disso, no referencial de repouso, sdo autovetores do operador
correspondente a componente z do spin: +1/2 parar=s=1¢e —% para
r=s=2. Nesse sentido, os diferentes valores dos indices r e s correspondem

a diferentes polarizagdes do elétron. Estados de multiparticulas sdo criados
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da forma usual pela aplicacdo de operadores at( e b1(") no estado de vacuo.

O espaco de Fock gerado possui estatistica fermidnica.

2.2 O campo eletromagnético

As equacoes classicas do eletromagnetismo, as equacoes de Maxwell, sdo

obtidas mediante um principio variacional a partir da acao

S:/d4$£mazwella (222)

em que

1
Lazwell = _ZFMVF,UV (223)

com FH = FAY — J¥ A¥ definindo o tensor do campo eletromagnético e

—,

AF = (p, A) arepresentagao covariante do potencial eletromagnético. A acdo

2.22 reproduz as equacoes covariantes do eletromagnetismo na auséncia de

fontes:

o F" =0,
correspondente a V - E=0eVxB-— %—f =0. As demais equagoes, V - B=0
e VxE= —%—?, seguem diretamente da identidade

OPFM +OMFYP + 0" FP! = 0.

Além da covariancia de Lorentz, as equacoes de maxwell possuem a simetria

associada a mudancas da forma

AP 5 AP+ M A (2.24)

no potencial vetor; A é uma funcio real das coordenadas do espaco tempo.

Assim duas solugoes diferindo pelo quadrigradiente de uma funcao séo fisi-
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camente equivalentes. Classicamente, a ambiguidade pode ser fixada cali-
brando as solugoes. A escolha do calibre é arbitraria.
Em uma descricao covariante é conveniente calibrar A* de modo que

seja satisfeita a condicao de Lorentz:

8MA“:%’:—V-E:0. (2.25)

Nesse calibre as componentes do potencial vetor satisfazem
OA” =0

A quantizacdo de uma teoria de campos com simetria de calibre nao é
simples se comparada com a quantizacdo dos campos bosOnicos e fermio-
nicos. No caso do campo de Maxwell é possivel implementar a quantiza-
¢do candnica mediante um procedimento desenvolvido por Gupta-Bleuler?.
O método permite construir um espaco de Fock no qual as equactes de
Maxwell sdo automaticamente satisfeitas, ou seja, o campo eletromagnético
quantizado possui o nimero de graus de liberdade correto (somente modos
transversais). Na quantizacao de Gupta-Bleuler a densidade de lagrangiana

classica 2.23 é substituida por
_ 1 uv A 9 AH 2
Ecalibre = _ZF Fm/ - 5 ( n ) s (226)

em que A é um pardmetro constante fixador de calibre. Obviamente, o
parametro A\ nao deve contribuir para o setor fisico da teoria. Note que,
pela equacao 2.26, a condicdo de Lorentz nao é implementada no nivel

classico. Detalhes sobre a quantizacdo do campo de Maxwell via Gupta-

1A generalizacdo da teoria de calibre de Maxwell é a Teoria de Yang-Mills. A simetria
de calibre nesse caso é mais complexa e a quantizacdo em geral faz uso de integrais de
trajetoria e o método de quantizacdo desenvolvido por Faddeev-Popov.
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Bleuler podem ser encontrados nas referéncias (GOMES, 2015; GREINER,
2004; MANDL F., 2010).

Nao entraremos em maiores detalhes sobre a quantizagao do campo
de Maxwell, uma vez que no que segue precisaremos somente do propaga-
dor da teoria classica correspondente. O cédlculo detalhado do propagador

encontra-se no Apéndice 1.

2.3 A eletrodinamica quantica

Finalizando essa se¢ao sobre a fundamentacao tedrica do presente projeto de
mestrado, apresentamos os elementos que compode a eletrodindmica quan-
tica, mencionada no que segue pela sigla utilizada na literatura técnica, a
QED.

A QED ¢ a teoria quantica de campos que descreve a interacdo de
léptons - elétrons, muions e taus e seus respectivos neutrinos °- com o campo
eletromagnético. O acoplamento entre os campos da-se por meio de uma

quadricorrente j* = (p,j), em que p e j sdo a densidade de carga e de

corrente, respectivamente. No formalismo lagrangiano tem-se

A

1
L= " Ey+j, AN =2 (8,A")%, (2.27)

em que o termo linear em A* representa o acoplamento.

De um ponto de vista moderno, a simetria de calibre original do
eletromagnetismo determina a forma de j* e, portanto, a dindmica das
interacao entre o campo de Dirac e o campo eletromagnético na QED. Na

pratica, isso é feito por meio da prescricao

0, —+ Dy = 0, —ieAy, (2.28)

5De fato, a natureza dos neutrinos como particulas de Dirac ou de Majorana é um
problema experimental em aberto. (LANGACKER, 2009)
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em que D, é a derivada covariante e 2.24 ¢ satisfeita; e ¢ um pardmetro
adimensional que desempenha o papel de constante de acoplamento entre o
campo eletromagnético e a matéria fermionica.

Pela substituicao de 2.28 em 2.4 e adicionando o setor do campo

eletromagnético dado por 2.26 obtemos a lagrangiana da QED

1 A
Loep = _ZFMVFHV -3

P 0,7

(04 AM)? + 4 (iy" Dy — M) 1)

PN

+ (i — M)+ eA,py". (2.29)

Comparando 2.29 com 2.27 conclui-se que j* = epy*1)p. O principio geral
subjacente ao procedimento que substitui a derivada ordinaria pela deri-
vada covariante definida em 2.28 (denominado acoplamento minimo) é o
de que a teoria de campos interagentes é uma teoria invariante por uma

transformacao de calibre local®
P(x) — M@y (). (2.30)

Dado que o campo A* transforma-se como 2.24, segue que a lagrangiana

2.29 ¢ invariante por 2.30 uma vez que
Dyap(x) = MDD (). (2.31)

No que segue estamos interessados em calculos perturbativos na
constante de acoplamento e. De fato, as predigées quantitativas do mo-
delo padrao em termos de observéaveis fisicos sdo de natureza perturbativa.
As técnicas perturbativas disseminadas em teorias de campos utilizam dia-

gramas de Feynmas como ferramentas de calculos. O método consiste em

5Na QED a transformagdo é U(1), ou seja, abeliana. A prescricdo da derivada covari-
ante pode ser generalizada para simetrias de gauge ndo abelianas.
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construir as amplitudes de transicdo,os elementos da matriz S, a partir de
um conjunto de regras definidas diretamente da lagrangiana do modelo. A
técnica foi inventada por Feynman e é descrita em todo livro texto béasico
de Teoria Quéantica de Campos. No caso da QED, descrita pela lagrangiana

2.29, as regras de Feynman estao representadas nos diagramas a seguir:

>
-

p

i
puYF—M+ie

Figura 2.1: Propagador fermiénico A, (p), teoria livre

—q [ gm/ + (C—l) PubPv 5
H k v <_> LD e (p*+ie)

Figura 2.2: Propagador do féton livre.

—ieyH

Figura 2.3: Vértice da QED.

onde o primeiro grafico é o propagador do campo ¥, o segundo é
o propagador do campos A* e por ultimo o vértice de interacdo da teoria,

deduzido do termo eAMZ)'y“@ZJ.
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2.4 Processos de espalhamento

De um modo geral, os observiveis mensuraveis a partir dos dados coleta-
dos em de aceleradores de particulas sdo secbes de choque e tempos de
decaimento. Esses observaveis podem ser calculados através de uma teoria
quantica de campos relativistica a partir das amplitudes de probabilidade
da ocorréncia de um determinado evento. O conjunto de todas as ampli-
tudes possiveis recebe o nome de matriz de espalhamento, ou simplesmente
matriz S.

Os elementos da matriz S podem ser obtidos formalmente mediante
o formalismo desenvolvido por Lehman, Symanzik e Zimmermann (forma-
lismo LSZ). Nao entraremos nos detalhes formais do método LSZ, mas pode-
se dizer em resumo que estd baseado na existéncia de estados assintoticos de
particulas livres | a)? (para t — —oc0, i = inicial) e | 8)/ (para t — +o0, f =
final), em que « e 3 representam estados de multiparticulas, e na completeza

dos estados finais e iniciais

d la)al|=1 (2.32)

«

Y IBBI=1. (2.33)
5

Segue daf que a matriz S, com elementos dados pelas amplitudes S,3 =
F{B]a)i, é unitaria: SST =515 =1.
Os elementos da matriz S sdo calculados através das férmulas de

reducgao. Nesse trabalho estamos interessados no espalhamento Moéller entre
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dois elétrons. O elemento correspondente da matriz S é obtido a partir dos
seguintes estados assintéticos:”

e estado inicial (t — —o0) de dois elétrons livres com momentos p;

€ P2
| @) =a'(p1)al (p2) | 0) (2.34)

e cstado final (t — +00) de dois elétrons com momentos p) e p,

| 8) = a'(ph)al (p3) | 0). (2.35)

O elemento da matriz S,z ¢ obtido de

(B]a)=(0]a(ph)a(p))al(p1)a’(p2) | 0). (2.36)

A construgao e justificativa técnica dos objetos matematicos envolvidos em
uma teoria quantica de campos com interac¢oes, como a existéncia do estado
estado de vacuo, dos operadores a (p}), estdao além do objetivo do presente
projeto de mestrado. Detalhes poderao ser encontrados, por exemplo, nas
referéncias (GOMES, 2015; PESKIN; SCHROEDER, 1995; SREDNICKI,
2007). Do ponto de vista heuristico, o formalismo LSZ reduz o calculo da
matriz S ao calculo das fungoes de Green ordenadas no tempo da teoria, que
por sua vez podem ser escritas como uma soma de diagramas de Feynman.
Para o espalhamento elétron-elétron, a férmula de redugdo correspondente

estd relacionada com a funcdo de Green de dois pontos

(01T (1)) ()b (y2) ) | 0), (237)

7As polarizagdes sdo consideradas iguais e omitidas na etapa inicial do calculo. Serdo
levadas em conta posteriormente.
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em que o simbolo T(---) representa a operagao de ordenacdo temporal.
Quando na férmula de reducdo, cada campo em 2.37 provém de um dos
operadores de criacdo e aniquilagdo em 2.36, e portanto correspondem as
particulas incidentes e emergentes do espalhamento.

Contudo, antes de escrever explicitamente o elemento da matriz S,
deve-se definir a ordem de perturbagdo em que os célculos serdo implementa-
dos. No presente trabalho nos concentraremos nas contribui¢oes dominantes
para espalhamento Moller, dadas pelos diagramas de Feynman exibidos nas

figuras abaixo

D1 b1

P2 P2

Figura 2.4: Secao trivial do espalhamento

. P Ph . 1

k=p;—pi k=p) —ph

ph

po D < P2

Figura 2.5: Contribui¢do nao trivial para a amplitude.

O primeiro diagrama corresponde a parte trivial do espalhamento,
(as particulas nao interagem) e serd descartado. Os demais diagramas cor-
respondem a primeira contribuicdo nao trivial para o espalhamento, da or-

dem €2

na constante de acoplamento.
A expressdo matematica dos diagramas de Feynman podem ser ob-

tida diretamente das regras de Feynman para QED, dadas no final da segao
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anterior®. Ao inserir a contribuicio dos diagramas na férmula de reducao
pode-se inferir as seguintes regras para construcao do elemento da matriz S
no espaco dos momentos:

e substitua os propagadores das linhas externas por espinores de

Dirac seguindo as seguintes correspondéncias:’

Particula incidente — #iuq;

(271_)3/2
Antiparticula incidente — —W@'T)q;

Particula emergente — %/Qiﬁq;

(2m)
Antiparticula emergente — —#z’vq;

(2m)3/2
e construa as amplitudes seguindo a orientagdo das setas nos dia-
gramas (escreva as expressoes da direita para esquerda) partindo da linha
externa correspondente ao campo que encontra-se mais a direita na orde-
nagao temporal (campo correspondente ao momento ps em 2.37);
e multiplique por um fator com uma delta de Dirac associada a
conservacao do momento: (21)*6 (p} + ph — p1 — p2).
Com estas regras podemos escrever o elemento da matriz S corres-
2

pondente a parte ndo trivial do espalhamento elétron-elétron na ordem e,

representados pelos diagramas na figura 2.5:1°

2
_osd ro €
[Sagloez) =0 (P +P2 —p1 pz)—(%)ﬂ, (2.38)
em que
T = a(py)7'u(p1) Apu (k) (ph) 7 u(p2) (2.39)

—a(py)V'u(pr) Apw (K') @ (py) 7 u(p2).

8 Além dessas regras, a construcdo dos diagramas segue as propriedades especificas das
contragoes de Wick para campos fermionicos, o que pode gerar sinais oriundos de um
ntimero {mpar de permutacdes no produto dos campos 2 e 1.

9Essa operagdo amputa as linhas externas dos diagramas.

107 partir desse ponto, os calculos sdo extremamente técnicos e razoavelmente extensos,
de modo que preferimos deixar nos apéndices. Apresentaremos somente um esquema com
os principais resultados.
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Ja a parte trivial, representada pelo diagrama 2.4 nao contribui para
a medida de espalhamento.
O propagador de Feynman do campo eletromagnético é dado no

apéndice A:

i (C_ 1) p/,Lpu

A v —- 5 . v+ . .
PP == e | T i

(2.40)

Pode-se mostrar que os termos proporcionais a p,p, em 2.40 nao
contribuem para a amplitude de transicao (Matriz S) 2.38. De fato, substi-

tuindo 2.40 em 2.39, obtem-se termos da forma:

w(py) Ku (p1) t (po) Ku (p2) — @ (p) K'u (pr) @ (p1) K'u(pa), (241)

em que k=p; —p} e k' =p; —p,. Uma vez que os campos u (p) sdo solugdes

da equacao de Dirac u(p) g = u(p) M e pu(p) = Mu(p), segue que

w(py) (pr—p1) u(pr) = (p2) (P —po) u(p1) = 0. (242)

A probabilidade de transigdo é obtida diretamente da equagao 2.38

e dada por

64

o)

2
2
[Sas] [Sap]” = ( [54 (P} +ph—p1 —pz)] |72, (2.43)
em que o |7]? = 77*.
E claro que o produto de deltas de Dirac em 2.43 nio estd bem defi-
nido, uma vez que o calculo feito até aqui nao é rigoroso. Heuristicamente,

o produto de deltas pode ser entendido como

2
{54 (P} +p5—m —Pz)] =6"(0) 6" (py +p5 —p1 —p2) (2.44)
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em que na primeira delta do produto foi utilizada explicitamente a conserva-
¢do do momento-energia. E imediato concluir que a singularidade associada
a 6%(0) ocorre porque o calculo estéd sendo feito em um volume infinito
do espago-tempo. De fato 6 (k) = [ d*ze’™™  indicando a divergéncia para
k=0. Assim, em um calculo heuristico, pode-se considerar o sistema em
um volume finito VT e implementar a substituicao §4(0) — VT

Portanto, a probabilidade por unidade de volume no espago-tempo

¢é dada por

[SOC/B} [Sa ]* et 4/ 1 / 2
= . . 2.4
VT (27?)45 (Py +p5—p1—p2)|7| (2.45)

Na equacdo 2.45, as particulas associadas aos estados inicial e final
possuem a mesma polarizacdo. Contudo, um feixe real ndo é polarizado e
devemos considerar uma média sobre as polarizacGes iniciais e finais. Mais

precisamente deve-se fazer em 2.45 a substituicio

1

2

]7\2—> ‘T|np:ZZZZZ|T|2' (2.46)
12 ¢ €

Com isso, a densidade de probabilidade por unidade de volume no espago-

tempo ndo polarizada é dada por

[Sas] [Sap]” et / 2




32

O célculo de ’T‘%p estd desenvolvido detalhadamente no apéndice A. O re-

sultado final é dado por

2, = qegpa 0+ M) (4 M)A

X Tr|(py+ M)y (po+ M)7| Ay (k) A5y (K)

- wﬁTT[(ﬁ’ﬁMh”(%ﬁM)v*

(P + M) (pr+ M) 7] By (k) AZ (K)

+ (P e ph), (2.48)

em que A, (p) = —}%’_iggw.
A secdo de choque diferencial do nado polarizada para particulas

4

espalhadas no angulo sélido dw, em ordem e* na constante de acoplamento,

¢é dada por e

Z% = %hﬁp, (2.49)
em que E e M sdo, respectivamente, a energia no referencial do centro de
massa e a massa dos elétrons incidentes. No apéndice B encontra-se o calculo
detalhado da expressao 2.49, onde ficard claro o aparecimento do fator que
multiplica \Tﬁp. O quadrado da amplitude se resumiré a cdlculos de tragos

de gammas de Dirac que, embora simples, sdo extensos. O resultado pode

ser escrito em termos de produtos escalares envolvendo os momentos, e é

dado por
2 = 1 {2(191'192)2—4]\42291'172
" 2MA (p1—ph)? (p1 —ph)?
T 2M2(py - ph — p1 - p2) + (p1-p2)* + (p1 - p))°
2
(1 —15)?]
IM2(p1 -0 — 1 - .po)? ph)?
n (p1-Ph—p1-p2)+ (p1-p2)“+ (p1-Dh) (2.50)

(-9
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Substituindo na expressao 2.50 os produtos escalares dados no apén-

dice D tem-se o resultado (g%)QED em termos do dngulo de espalhamento

0, a energia no centro de massa F e a massa dos elétrons M ¢

et (4(M2 = 2E2)? esc (0) + (B2 — M2)° 4 (M 4+ 4E2 M2 — 8E*) csc?(0) )

64F272 (B2 — M?)?
(2.51)

E possivel verificar que a expressdo acima coincide com o resultado da re-
feréncia (GOMES, 2015).

No capitulo 4 o resultado 2.51 serd extendido para o modelo de
Procca com insercao de efeitos violadores da simetria de Lorentz e seu res-
pectivo dual, obtido através do Método de Dualizacdo de Noether. A ve-
rificacdo da equivaléncia entre as respectivas segoes de choque constitui no

principal objetivo desse trabalho.
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3 METODO DE DUALIZACAO DE NOETHER

3.1 Introducao

Em diferentes contextos é importante encontrar equivaléncia entre teorias
que, a principio, descrevem fenémenos distintos. Ao se estabelecer alguma
equivaléncia pode-se estudar aspectos de uma teoria através da outra e
caracteristicas escondidas em uma descrigdo podem ser reveladas em outra.

Um exemplo bem estabelecido da teoria quantica de campos é a
equivaléncia entre a teoria autodual (AD) e a teoria de Maxwell-Chern-
Simons (MCS) em 3 dimensées (DESER; JACKIW, May 1984). Assim, hd
duas maneiras de descrever (em 3 dimensoes) um modo massivo de spin 1
que se propaga livremente:

- pela teoria autodual:

1
Lsp = 5m? fuft— %SW Fud s (3.1)

- ou através da teoria Maxwell-Chern-Simons:

Lyics = —iFWF“” + ims“"’)AuFl,p (3.2)
sendo F),, = 0, A, —0,A, e m a massa do campo.
Para encontrar tal equivaléncia os autores de (DESER; JACKIW,
May 1984) usaram a ideia da a¢do mestra. Outro procedimento que se mos-
trou eficiente para estabelecer dualidade entre alguns modelos é o Método
de Dualizacao de Noether (MDN) (ANACLETO, Apr.2001; GUIMARAES
et al., 2006).
O MDN ¢ baseado na ideia de promover para local uma simetria

global da teoria através da adigao iterativa de contratermos na lagrangiana.
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Na préxima se¢@o apresentaremos o exposto no artigo (ANACLETO,
Apr.2001) como exemplo do MDN. Na secao 3.3 aplicaremos o MDN ao

problema do presente trabalho.

3.2 Exemplo de aplicacao do MDN

Para exemplificarmos o MDN consideremos a teoria autodual com aco-
plamento minimo em 3 dimensoes (GOMES et al., 1998; ANACLETO,
Apr.2001):

£O = G G Dy e M) (33)

sendo J¥ =y e M a massa do férmion.
O objetivo é transformar a simetria global da lagrangiana 3.3 em

local, ou seja:

0 fu=0ud, (3.4)

com a mudancga

A— Az). (3.5)

A variagdo da lagrangiana 3.3 sob a transformagio 3.4 - com o pa-

rametro local 3.5 - resulta em:
5LO = K15 A, (3.6)
sendo K* o vetor de Euler:

KW =m?2ft —met?d, f, —eJ". (3.7)
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As iteragoes da lagrangiana sdo construidas a partir de uma funcao
f dos vetores de Euler

L0 =20 1 f(K) (3.8)

de modo que f(0)=0.

Sendo assim uma construgdo simples que satisfaz esta condigao é

£ =0 B, K" (3.9)

onde B,, ¢ um campo auxiliar que se transforma como o campo f,:
0B, = 0,A. (3.10)
Dessa forma a variacao de 3.9, usando 3.6, 3.7 e 3.10, é:

oLV = —BMSK,

— —m?BM6B, =0 (WQLB?> . (3.11)
Isso nos leva a segunda iteragao:
m2
£ =Wy 7B2 (3.12)

que ¢é invariante de calibre - isto é, invariante sob a transformagao 3.4.

Escrevendo £2) explicitamente:

1
L0 = S fuf =S fufy el + (3.13)

_ 2
+ ¢(i7“8M—M)w—BuK“+m7B2. (3.14)

Como B é um campo auxiliar podemos usar as equacdes de movi-

mento para expressa-lo em funcdo dos demais parametros. A equacao de
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Euler-Lagrange resulta em:

— K, (3.15)

Finalmente, substituindo 3.15 e 3.7 em 3.13 encontramos a lagran-

giana dual invariante de calibre:

1 m -
£ = om? fuft = e fu0, fy — efud + 9 (iv" 0y — M) ¥
1 2rp prp H 2
— g M —me ayfp—eJ} . (3.16)

3.3 Dualizacao de um Modelo com Quebra da Si-

metria de Lorentz

No artigo (FARGNOLI et al., Oct. 2014) é apresentada uma teoria de um
campo de spin 1 livre em (341) dimensoes, porém com a presenca de termos
de Procca e um termo cinético tipo éter. Estes termos quebram as sime-

trias de calibre e de Lorentz, respectivamente. A densidade de lagrangiana

proposta em (FARGNOLI et al., Oct. 2014) é

2

1
L= PP E, (b FM)? + %Auh“”A,,, (3.17)

N

onde h*¥ = gt — Bb*b”. Os pardmetros p e [ auxiliam na manipulacdo dos
novos termos, sendo conveniente caso queiramos estudar diferentes limites
do modelo. O vetor de fundo constante b* insere na teoria uma diregao
preferencial no espago-tempo e é o responséavel pela violagdo da simetria de
Lorentz.

No presente trabalho propomos uma modificagao de 3.17 acoplando
o campo A, minimamente com a matéria. Nessa se¢ao aplicaremos o método

de dualizacdo da secdo anterior a teoria em que o campo de calibre A, é
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acoplado minimamente com a matéria fermidnica:

1
4
+ U (id+ ey Ap) v — My (3.18)

2
L(O) - FquW—g(b“Fw)2+m7A“ (g,ul/_ﬁb,u,bl/)Al/+

Inicialmente devemos encontrar a variagao da lagrangiana 3.18 sob

a transformacao:

0A, = 0,A. (3.19)
Sob uma transformacao do campo A, a variacao da lagrangiana é:

o,0) o,00)
50 = 5A
£ an ot 0 (aﬁAx)

d(0:Ay). (3.20)
Devido ao teorema de Gauss usado na agdo temos:
0,0 o.,0)

0A

50 — 2~ © - Vil
0= an, T %Ay

JA, (3.21)

donde obtemos a variacio de £©)

OLO) = O + pbbad Fo" — pb'bodg FOS +m2hi'® Ay + epyyp } 6 A,

= KHM§A,, (3.22)
com
K" = 9 FF 4 pbbo O F — pbFbo O FS +m>hH Ay + epy'yp.  (3.23)

Construimos entdo a primeira iteracao introduzindo o campo auxi-

liar B,, que transforma-se como 6B, = A, = 0, A:

LW =,0_p K" (3.24)
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Variando-se £1):

oW = 6£O0 B, SK* B, K"
— KM§A,— B,0K" — 6B, K"

— —B,6K". (3.25)

O que foi possivel porque as transformacoes dos campos B, e A, sao iguais.

Fazendo entdo a variacdo da corrente encontramos

SK* = m2hHe§A,

= m2h*B,. (3.26)
Logo, teremos
5LV = —m’B,h"B,
m? o
N oo

pois h** é simétrico.
Pela equacio 3.27 sabemos qual termo deve ser adicionado a £

para se obter uma lagrangiana invariante:

m2
£® =Wy 5 Buh"® Ba. (3.28)

Usando as expressoes acima vemos que, de fato, 6£3) =0, ou seja,
a teoria descrita por £(2) é invariante de calibre.
O préximo passo ¢é eliminar o campo auxiliar usando a equacao de

Euler-Lagrange:

K, —m?h,B" = 0. (3.29)
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Para resolver 3.29 é necessario encontrar o inverso do operador h,,:

L%, = & (3.30)

[alg<“+a2bcb#} [g;w *ﬁbubu] = 55

a0+ [~arf+as (1-60%) |06, = 5,

donde concluimos que
a = 1 (3.31)
p

= — .32
© T ) 532

resultando, por fim, na forma da inversa: LS = gS# 4 (17%172)12%“.

Assim, a equagdo 3.29 pode ser resolvida:

LSH

BS=="_K,. 3.33
Tz n (3.33)
Portanto:

2 _ 1 pw P 2 m2A Iz L o w
£ = = Fu " = (V' Fw)* + = A Ay = — K7 Loy K +
1 - .
+ WK"LWh’“’LVXKX—i—w(zﬁ—i—e'y“Au)w—Mz/zw. (3.34)

Para simplificar 3.34 note que

K Loy Ly KX = K70YL, KX

= KYL, KX
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e, entao,
L KoLy K+ — KoL, WL KX = —— KoL, K"+ — K"L, KX
Tt ent T g Ben b R = T B B T e R B
1
- *WK#LMVKV.
Usando 3.23
KM Ly K" = [0¢F + pbEbaOg FV — pbbo D FOS 4+ m*hi Ag + egpy o))

X Ly [84 FC 4 pbby e FX” — pb¥ by e FXC +mPhYX Ay + e%w}
Abrindo o produto e fazendo manipulacoes a lagrangiana dual sera:

Lp = L£?

1 1 p , 1

- = wo_ _~ IARLAeN _ S ov

= Fw P = o (0,4 + 5 (0 Ew) o (agp )((‘%F ) Ly,
p 4 ag g 14

+ by (b (06 FX) (0 FH) =07 (0, FX) (9 F ) | Ly
2
p ag (0% v 14 [e% ag

— 5 ababy (D6 (M) (9 FX) + W0 (0 ) (05 FX7) | Ly

_ o P QU AV P A ) v
eL5 [b b (0 F*)7¥ — b, (agF )’y +s (8§F )’y .
2
- - e -
+ WY — Mpp— sy ppy P L. (3.35)
2m
O setor do campo de calibre do modelo acima concorda com o obtido em
(FARGNOLI et al., Oct. 2014) no limite e — 0. Contudo, é importante
notar que o acoplamento entre o campo de calibre A, e o campo @ nao
ocorre via uma derivada covariante. Na equagdo acima ja foi introduzido o

fixador de calibre.
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3.4 Propagadores

Terminaremos este capitulo apresentando os propagadores correspondente
a lagrangiana 3.18 e a sua dual 3.35.

O campo fermidnico 1 possui o mesmo propagador da ED nos dois
casos. Contudo, o propagador do campo de calibre é diferente em cada caso.
O procedimento para o calculo dos propagadores ¢ idéntico ao mostrado no
apéndice A, porém com o ansatz A.8 substituido por

ynz

k?

k
DM (k) =1 {alg;w +as + agb"b” + asb* kY +a5byk”} , (3.36)

o qual é valido tanto no calculo do propagador da lagrangiana 3.18 quanto
3.35. Isso pode ser visto facilmente ao escrevermos a parte quadratica em

A, de 3.18 como

1
La = §AN {(Dg#u - 8#&/) —-p (_babaagaagw’ +by,b059,0”

+ bobud” 0y — bybuD) +m? (g — Bbubi) | A”, (3.37)
que escrita no espaco dos momentos é

La = A{(k2gu+kuks) = p(—bobak? kG, — bybokyk

—bobuk ke + bybuk?) +m? (g, — Bbuby) | A”. (3.38)

O método para o calculo do propagador baseado no procedimento
descrito no apéndice A pode ser implementado através do pacote do Mathe-

matica para cdlculos algébricos FeynCalc. Assim determinamos os coefici-



entes ay,a9, -+ ,a5 em 3.36 para o propagador de 3.38:
- 1
ay = Al
_ 1 2 2

+ (p+B)m? (b-k)2+m2E}

1
az = ﬁ[—ﬁfll‘*‘(/)—i‘ﬁ)kﬂ
Gi—as — —AjEwm(b-k),

onde as fungoes A, EF sdo definidas como

A = E—m?+pb-k)?

E = (14+p0?) k2 —m? (1= B0%) = B(b-k)* (1+pb?).
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(3.39)

(3.40)

(3.41)

Uma vez implementada a rotina no FeynCale, os coeficientes do

propagador do campo A, associado ao modelo Dual 3.35 sdo facilmente

obtidos:

W1V

Kk
Dé‘fal:i{dlg“wdz 12 +d3b“b"+d4(b“k”+b”k”)}

com

2

m
ho= a4
o  (b-k)?’miF  m?
dy = ——+ +
k2 A1 AsG A1 Ay
m2k?F k*F
d3 = = —a1—
A1 AsG G
(b-k)m2F
dy = -2

A1 A2G

(3.42)

(3.43)
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onde as fungdes As, F' e G sdo

Ay = K +p(b-k)?
(1+pb?)

Fo= PA1+(P+5)mk2
_ (140
G = mkm (3.44)

No proximo capitulo usaremos os propagadores 3.36 e 3.42 e os vér-
tices de interacao em 3.18 e 3.35 para calcular as se¢bes de choque para o

espalhamento elétron-elétron.
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4 SECAO DE CHOQUE ELETRON-ELETRON
NO MODELO COM VIOLACAO DE LORENTZ

4.1 Introducao

Como vimos no capitulo anterior, a partir da lagrangiana da eletrodindmica
. 2
estendida, com um termo de Procca “3-A* A, e termos com vetor de fundo

b,

1 v p m2 v Z
L = —ZFWF“ —§(b“FW)2+7AM(g“ + BbBY) A,
+ Y (i — M)+ epytpA,, (4.1)

¢é possivel obter um modelo dual através do Método de Dualizagao de No-

ether:
1 P 2 1
- — 124 = (pH o & ov
Lo = (Fuwl" + 50 Fu) 5 (0cF) (0, F7") Ly,
p 14 g a 14
+ by [0 (0 FX7) (0 FH) =17 (0, F%) (0 FM ) | Ly,
2
— L baby [BE07 (9 ) (0, FX) + b (0eF°¢) (9, F7)| L
2m?2 arx 3 o 3 o uv
+ Wy — Mipy
2
e - e - -
- eruwAu_ Tmﬂw”wﬁ @Z}L,uua (4-2)
em que
B
L;Ll/ =9+ 71 _662 bﬂby (43)

= A g (04 p(b-0)] + pbobo

— 0% = p(b-0) (VO +b°0") | Lag, (4.4)
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O método foi descrito no capitulo 3. Um aspecto importante é que o modelo
dual é invariante de calibre, simetria ausente no modelo original 4.1.

O objetivo desse capitulo é apresentar um procedimento que permita
verificar a equivaléncia fisica dos dois modelos. Para isso sera calculada a
secao de choque do espalhamento elétron-elétron a partir das lagrangianas

4.1 e 4.2.

4.2 Calculo da Secao de Choque: Lagrangiana 4.1

O procedimento para o calculo da secao de choque do espalhamento elétron-
elétron na eletrodindmica estendida com termo de Procca e a violacdo de
Lorentz segue o mesmo procedimento descrito na secao 2.4.

Comparando a lagrangiana 4.1 com 2.29, conclui-se que a tinica mo-

2

dificacdo no calculo da matriz S na ordem e” é a substituicdo nos diagramas

de Feynman na figura 2.5 do propagador 2.40 pelo propagador

JTINY
DM (p) = a1g" +as pp]; + agb?b” + asb*p” + asb” p*, (4.5)

em que os coeficientes a1,as9,- -, a5 foram definidos em 3.39 e 3.40.

Com isso a expressao 2.39 ¢ substituida por

T = a(py) v u(p1)u(py) v u(p2) Dy (k)

— a(py) Y u(pr)w(py) v u(p2) Dy (K), (4.6)

onde k =p; —p'1 e K = p1 —p’s. Como ocorreu no caso da QED, a propri-
edade 2.42 garante que termos proporcionais ao momento externo em 4.5
nao contribuirdo no calculo para a amplitude. Portanto, somente os termos

proporcionais aos coeficientes a1 e ag contribuirdo.
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Os célculos algébricos sado implementados realizando-se, na expressao

2.39, a substituicao
Apw (p) < a1guu + b3byby. (4.7)

Embora simples, os calculos sdo muito extensos, sendo de grande
utilidade a utilizacdo de um programa de manipulagdes algébricas como o
FeynCalc. Para obter uma expressao simplificada para a se¢do de choque,
fizemos uma aproximacao em que m/M << 1 e o pardmetro |b2| << 1.

Escolhendo o b* tipo espago e dado por b* = (0,0,0,¢), com t << 1,
e com a mesma orientacao do elétron espalhado com momento p’1, obtem-se

a secdo de choque até a ordem O (m/M)? e O (%), dada por

(da>(b2<0) (da) . (da) . (da>(b2<0) . (48)
JE— = _ _ p _ BRI .
dw dw QED dw / procea dw/ v

em que ‘---‘ indicam termos de ordem superior. O primeiro termo em 4.8

corresponde a se¢ao de choque apresentada em 2.51, referente a QED. O
segundo e terceiro termo, respectivamente, correspondem as contribuigoes
correspondentes a massa do foton, introduzida pelo modelo de Procca, e a
violagdo de Lorentz introduzida pelo vetor b*. As expressoes explicitas das

correcoes para a secao de choque da QED sao dadas por

() = "
dw ) procea 6472 E2 (M2 — E2)? (cos(#) — 1)3(cos(0) 4 1)3
[5E4 cos?(0) + 18 E* cos?(0) — 6 E2M? cos* ()

X

+ 9E*—12E?M?cos®(0) — 14E*M?

4+ M*cos*(0) + M* cos?(6) —|—6M4] (4.9)
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do\ (62<0) B 2
(dw)w 256m2E2 (E2 — M?2)? (cos(6) — 1)3(cos(6) + 1)3

X {31E4 cos®(0) +4E* cos®(0) + 199 E% cos’ ()

+ 8E*cos?(0) +261E% cos?(0) — 12E* cos(9) + 21 E*

— 40E*M?cos®(0) — 3E*M? cos® (0) + 149E% M? cos* (9)
—  M*cos®(0) 4+ 2M* cos* () +10M* cos®(6)

4+ 105M*cos®(9) —9M4cos(0)+12M4} . (4.10)

Note em 4.8 que, na ordem O (t2), somente o termo correpondente
ao parametro p, (b*F, W)2, fornece uma correcdo para a secao de choque da
QED proveniente da violacdo da simetria de Lorentz.

Por outro lado, a escolha do vetor b* = (¢,0,0,0), portanto do tipo
tempo, produz uma correcido para a seciao de choque da QED andloga a 4.8

4o\ (67<0) L
mas com (d—"> substituido por
A%

do\ (67>0) 42
(dw) Lv 256 |72 B2 (B* — M?)* (cos(0) — 1)2(cos(6) +1)?]
X [?)E4 cos*(0) +4FE* cos3()
+ 30E%cos*() +12E* cos(0) + 15E*
— 6E*M?cos*() — 5E*M?cos®(6)
— 3E*M?cos?(0) — 3E*M?cos(6)
— 15E*M?* +3M*cos*(0) + M* cos®(0)

- 9M4c052(9)—M4cos(9)+6M4] . (4.11)

Como esperado, as contribui¢ées da QED e de Procca em 4.8 sédo
independentes da escolha do vetor b*. O modelo dual serd fisicamente equi-

valente ao modelo descrito pela lagrangiana 4.1 caso reproduza a mesma
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secao de choque obtida em 4.8 nos dois casos. Esse sera o assunto tratado

na proxima segao.

4.3 Calculo da Secao de Choque: Lagrangiana Dual

O célculo da secdo de choque da lagrangiana dual pode ser implementado
através dos mesmos passos dos casos anteriores. Contudo, uma maneira
simples de testar a equivaléncia é obtida pela seguinte estratégia.

A lagrangiana dual possui um vértice de interacdo com quatro fér-

mions dado por
e? - p T
Layint = —WTWY Yy YLy (4.12)

A contribuicao deste vértice para o elemento da matriz S ao qual estamos
interessados pode ser obtido a partir da férmula de reducao, calculando a

funcdo de Green 2.37 via

(0, | T (Yo(@1)to(@2)do(y1)to(ya) ) T 0t | 0,), (4.13)

em que | 0,) e ¥y correspondem ao vacuo e o campo da teoria livre. O termo
de ordem e? vira do termo de primeira ordem na expansiao da exponencial
em 4.13. Assim, deve-se calcular o produto ordenado dos campos em termos

do vacuo | 0,) e dos campos 1y da teoria livre:

0y [T (%(»’Ul)%(372)1/70(yl)'@o(w)izo(17)7“1&0(17)1/70(35)7”1#0(17)) | 00),(4.14)
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que ap0s as contracao de Wick fornecerdo, no espago dos momentos, as duas

contribuicoes

- Sp ()" SF (p1) Sk (p5) 7" Sk (p2)

+  Sr(py) Sk (p1) SF (P1) V" SF (p2) -

(4.15)

Os diferentes sinais ocorrem devido a estatistica fermidnica dos elétrons. A

expressao 4.15 pode ser representada pelos diagramas da figura 4.1. Usando

as regras definidas na pagina 29, obtem-se a seguinte contribuicdo para a

amplitude de probabilidade (matriz S), correspondente aos diagramas da

figura 4.1:
4v Y, e?
[Saﬁ]o(ez) = 0" (P +p5 —p1—p2) Wﬂ,
em que 74 é
7 (0 Hw = (] v iL/u/
o= () Y ulp) @ (ph) 1 e (p2) |5

= a(phy) Y ulpr)a(py) 7 u(p2) [.m2

em que L, foi definido em 4.3.

P P P

P2 p P P2

(4.16)

(4.17)

Figura 4.1: Vértice de quatro linhas. As linhas superiores correspondem ao
fator ¢7#¢) enquanto que as linhas inferiores estdo associadas com o fator

Py .
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A lagrangiana dual 4.2 também possui uma contribui¢do com trés
campos, representada diagramaticamente na figura 4.2. A contribuicdo para
a matriz S é dada por

e2

3V 4 /
[Saﬁ]o(ez) = 6" (p) +py—p1—p2) 7(2@27‘3, (4.18)

em que 73 €

N

™S =

(1) Ty (k) (pr) @ (ps) T, (K) u (pa) Dhs ()

() T (') w (pr) @ (p)) T (K) w (p2) D () (4.19)

|
N

e DY (k) foi dado em 3.42. O fator I'* (k) representa a expressao 4.4 no

espaco dos momentos, conforme o calculo descrito detalhadamente no apén-

dice F.
v p1 P P1
k=p —p) k=p1—ph
P P2 P P2

Figura 4.2: Contribuicdo nao trivial do espalhamento elétron-elétron na
teoria dual. A linha ondulada representa o propagador do modelo dual e os
quadrados em preto representam os fatores I'* (k).

Além da propriedade 2.42, uma simplificacdo importante no calculo
da contribuigao 4.19 vem do fato de que I'*k,, = 0, como pode ser verificado
utilizando a expressdo F.11 do apéndice F. Assim, apds a implementagao

da algebra tensorial, a expressao 4.19 pode ser escrita como

Quw (k)]

o= () ) B k) () [ 2]

— ) a ) e [ 28] w
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na qual
Qu (k) = c1gp + cabyby (4.21)
com
er=idy (p(b- k)P 1) (4.22)
e
2 = uzfl;;z)g{(erﬁ)(b-k)Z(p—?pﬁb?—ﬁ)

+ K2(p+p) (2—b2,6’+b2p>

(1—|—b2p)Qg [g(b.k)Q—k;?r } (4.23)

Os coeficientes di, F' e G foram definidos na pagina 43.
Portanto, a amplitude total para a secao de choque do espalhamento
elétron-elétron no modelo dual é dada em termos da soma das contribuigoes

4.17 e 4.20 por

mi m?2

T = a(py)y"u(p1)u(py) v u(p2) [Q“”(k) -+ iL“V}

—a(ph) v u(pr)u(py) v u(p2) [Q“;Lﬁ’“') + ZTLR‘;”} L (424)

Utilizando 4.21 e 4.3 tem-se que

Q. (k) L,
’;ni + ml; } = a1guw +azb,b,. (4.25)

Com este resultado é possivel concluir que a amplitude 4.24 é idéntica a

amplitude 4.6, conduzindo a mesma secao de choque.
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5 CONCLUSAO E PERSPECTIVAS

Nesse trabalho investigamos uma extensao da Eletrodinamica Quéntica em
que a simetria de Lorentz e de calibre sdo explicitamente quebradas. A
violacao da simetria de Lorentz é implementada por anisotropias do espago-
tempo introduzidas por tensores constantes, enquanto a violagdo da sime-
tria de calibre é realizada pela introducao de termos de massa para o féton.
A motivacdo para o modelo vem de resultados encontrados na literatura
(BRITO et al., June 2013; FARGNOLI et al., Oct. 2014; EL-MENOUFT;
DONOGHUE, 2013), sugerindo uma relagao entre a violacao das duas sime-
trias. Esse tipo de andlise pode ser relevante ao estudo de aspectos fenome-
nolégicos de extensdes do Modelo Padrao (COLLADAY; KOSTELECKY,
Oct.1998).

Utilizando o Método de Dualizagdo de Noether obtivemos a teoria
dual do modelo original que fornece, em particular, um modelo invariante de
calibre. O prop6sito central do trabalho foi determinar a equivaléncia fisica
entre os modelos quando o campo de calibre é minimamente acoplado com
férmions de Dirac, uma vez que resultados conhecidos na literatura indicam
que a equivaléncia nao pode ser obtida considerando apenas a teoria livre
(FARGNOLI et al., Oct. 2014).

Para testar a equivaléncia dos modelos calculamos a se¢ao de choque
para o espalhamento elétron-elétron e mostramos que, em segunda ordem no
parametro que introduz a violacao da simetria de Lorentz, o modelo original
e seu dual fornecem o mesmo valor. Com isso temos um resultado original
que estende a andlise inicial feita em (FARGNOLI et al., Oct. 2014).

Uma extensao natural do trabalho é verificar a equivaléncia quéan-
tica entre os modelos em um contexto ndo perturbativo, recorrendo aos
métodos funcionais utilizados em (GOMES et al., 1998). Outro seguimento

interessante seria aprofundar a investigacdo no sentido de estabelecer al-
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guma relacdo entre a violacdo da simetria de Lorentz e de calibre, como

sugerido na referéncia (DONOGHUE et al., 2010).
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A CALCULO DO PROPAGADOR DO FOTON
NA QED

Consideramos a agdo do eletromagnetismo escrita na forma covariante

S = / dzL (A1)

em que

L= (P =5 (0,A%), (42)

que engloba o termo de Maxwell e um termo de fixacdo de calibre, represen-
tada pela constante real (. O tensor do campo eletromagnetico é definido

por FH = grAY — 9¥ A*. Substituindo F*” em A.2 obtemos

L = Z(=0,A,0MAY +8,A,0"AM) — 2 (9,A°)?. (A.3)

N |
DO [y

Os dois primeiros termos podem ser reescritos integrando-se por par-

tes na acao

S = / d*x (9,A,0"AY)

= AY(0,A))|y — / d*zAY9,0" A, (A.4)

onde usamos o teorema de Gauss para escrever nossa integral de volume em
uma integral de superficie. Como condi¢ado de contorno fazemos os campos
irem para zero no infinito. O mesmo para o primeiro termo da equagao A.3.

Logo a lagrangiana pode ser escrita como:

1
L = §A“ Ogu + (¢ —1)0,0,] A”

1
FA O A", (A.5)
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O inverso do operador O, vezes (—i) é o propagador do féton.

Fazendo uma transformada de Fourier encontramos:

O (p) = —g""p*+ (1= O)pupy- (A.6)

Portanto, devemos resolver a equagao
OM (p) Ay = —idl (A7)

A tnica escolha possivel de um tensor a partir dos tensores disponi-
veis g, e Dupv €

A’yl/ = A1G~v + a2P~Py, (A~8)

logo, usando A.6, a equagao (A.7) torna-se

=90+ (1= Q)" | [a1g +a2pops] = —idl)

—a1p?0t + a1 (1= ) pup + aslp’p"p, = —idk

Resolvendo o sistema encontramos

1
ay = —F
p2
(1-Q1
ay = —1 —.
¢ pt

Portanto, o propagador do féton em um calibre arbitrario é

. 9uv (C - 1) Pubv
A, = —1 — + . A9
g pP+ie  ( (p2+ie)’ (4.9)
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B SECAO DE CHOQUE

Secao de choque é uma grandeza de grande utilidade quando desejamos
avaliar e tirar informagoes de um espalhamento. Vamos discutir heuristica-
mente a definicdo da secdo de choque de modo que se possa escrever esta
em funcio das variaveis fisicas presentes no espalhamento de particulas.
Consideremos uma quantidade de IN; particulas incidentes se movendo ao
longo de um eixo x de modo que encontre um alvo fixo, constituido de Ny,
particulas. Existird um certo nimero de particulas N que interagirdao com
o alvo e espalhardo. Podemos contar esse niimero N, assim como podemos
controlar o ntimero de particulas do alvo e de particulas incidentes. E fato

que N dependerd, diretamente, do nimero de Ny, e N;, ou seja
N ¢ NiNqg. (B.1)

De uma forma simplificada podemos dizer que o feixe incidente e o
alvo, por conveniéncia, ocupam uma mesma secio transversal de drea A e
comprimento L. KEssas particulas atravessam a regiao L em um tempo 7.
Com isso fazemos a seguinte construgao

x NiENalv
ALT V

AVT. (B.2)

Reconhecemos N;, /AL como uma densidade de particulas incidentes p;,
N,/ V' como uma densidade pg;, de particulas do alvo e v; a velocidade

do feixe incidente. Assim escrevemos

N
VT X PiViPaivo [A]. (B.3)

Essa equacao esta devidamente balanceada em termos de dimensao, basta

agora identificarmos quais as quantidades fisicas envolvidas. O termo do
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lado esquerdo pode ser substituido, sem perda de sentido fisico, pela Proba-
bilidade de Transicdo, ja que estd é uma medida que depende diretamente
de N. Logo tem-se uma probabilidade de transicao localizada em um certo
volume V do espago em um tempo 7. J4 a grandeza com dimensao de
area, denotada por o[A], é definida como a segdo de choque do espalha-
mento em questdo. A secao de choque pode entéo ser escrita em termos da

probabilidade de transicdo, obtida na equagdo 2.43. Teremos

o [Saﬂ] [Sa ]* 1
7= VT PiPalvV (B4)

A probabilidade de transicdo é definida como
[Sas] [Sap)” = |amplitude de transicao|?, (B.5)

cujo célculo veremos no apéndice C.
Caso o alvo esteja em movimento em relacao ao feixe incidente, basta

substituir o v pela velocidade relativa v,.¢;. A equacdo B.4 ficard na forma

[Sag][Sap]” 1
VT PiPalvVrel ( )

Na equagao B.4 a densidade de particulas incidentes é a densididade

eletronica j¥. Nos estados de momento p; a densidade eletronica sera,

(1] : 0 (@) 0 () < [p1) = (B.7)

(2n)> M
a qual podemos demonstrar usando as defini¢oes de campo da equacio 2.15.

Logo a secao de choque diferencia de um espalhamento elétron-elétron, para

elétrons emergentes com momentos p} e pi +dp}, ph e ph+dph, é
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et S +ph—pi—p2)|T]? Bpy  Bph

8
(271') (571;;5]\72 Urel Ep'l /M Ep'z /M

do = (B.8)

onde v, é a velocidade relativa dos feixes em relagao ao laboratério. Em

que
P D2
vpar = | 22— P2 (B.9)
" Epl EP2
é relativisticamente invariante, pois
[EplEp2Urel]2 = |:(p1 'p2)2 —P%Pg}
= (BiBa—pi-3)’ — (B} — %) (B3 —8)
= E{E] —2E\Eop - o+ (51 2)°
—  ETE3+ Efph + E3pt — (1 - p2)’
= —2E\Eop - o+ ETpy + B3 (B.10)
ou simplesmente
P P2
EplEpzvrel = ElEQ E—E
- S o2
2 b1 D2
[Ep1Ep2vTel] = E%Eg E - E
_ g2 Ji ﬁl'ﬁz_i_ﬁ
1"\ E2 "EEBE,  FE3
= [Egﬁ%_2ElE2ﬁl 'ﬁ2+E1217§} : (B.11)

No sistema, cujo referéncial estd fixo no centro de massa Cj; do
sistema, os momentos estao relacionados por p; = —ps, como pode-se notar
na figura B.1.

Integramos do no sistema de coordenadas esféricas onde o vetor que

corresponde ao raio é |p}|
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Figura B.1: Espalhamento elétron-elétron: p; e py sdo os momentos do
estado inicial e pj e ph. 6 é o dngulo de espalhamento.

do M ) dlg,| d
—= 7| senfdfd 1 2 B.12
dw  2(27) E\pl\/ / /’p1 I ¢ dw EyE] (B.12)

ou seja, levamos d®p) — || senfdfdpd |, |. Sabendo que o angulo sélido,

neste caso, é definido por dw = 27 senfdf a integral ficara na forma:

do  e*M? o d3ph |p1|2d|p|
— + T W1} 2P B.13
o~ 2n ] / (p1+ 12 —p1—p2) 7| BB (B.13)

Fazendo-se a integracao é possivel separar a delta na parte espacial

e temporal, ou seja

p

I = ‘E/IE/d]p1|/d3p 5% (p} +ph — p1— p2)
B i) [ (00 -0) P i) (B19)
E/E/ by p pf bi =Py .

que, por meio dos vinculos E; = Ey + FEy =2FE;  p; = p] + p2 removemos a

dependéncia em p),, entao
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I = 71 | M(E —E, - \Nwlﬂﬁ—ﬁﬂﬁ
ELE!

_ (B sy ais)
E!\E} !

[ s e, (B.15)

em que

f(EBY) = Ei—Ey—Ey

= E;—E,—\ M2+ |p;— 7| (B.16)

Onde a fungdo f (F}) possui um ponto de zero em Ei(oy ou seja, em

E| = Ei(o) podemos usar as propriedades de integracdo da delta de Dirac

of |~
[P ED) B =F (Biy) |57 (B.17)
UE=Ey
Teremos
af OFE),
=1 B.18
'aEg g (B-18)
e

By =B+ |5 — 25 -§,, pois |ph|* = M2+ B (B.19)

A derivada ficard na forma

OE', 1 2B1- 2005&@%

= L (B.20)

/ - )
0BT 2\ /B3 15 - 257
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onde « é o angulo entre os vetores p; e pf.

Teremos

oK, Pi D1 1
= |Ef -2 (BY) . B.21
Logo
OB |4 B
Quando aplicado no ponto zero teremos
0 E;
3 Ef ; = ﬁj (B.23)
Vm=p, &2
A equagdo B.17 ficard na forma
|71
I= B.24
a (B.21)

entdo a se¢do de choque para elétrons espalhados em um angulo sélido dw é

do €4M4 2
= tenE (B.25)
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C CALCULO DA AMPLITUDE

A amplitude é escrita facilmente fazendo-se as contragbes dos termos que
formam os diagramas de Feynmam possiveis para cada fenémeno. Aqui
mostraremos o calculo da amplitude para um processo de espalhamento
elétron-elétron na Eletrodindmica Quantica. Este fendmeno é representado
por dois diagramas de Feynmam (figura 2.5) os quais diferem pela troca dos

momentos dos elétrons, ou seja, a amplitude sera

T >'\-A/<+K (C.1)

De forma esquemaética podemos escrever o que representa cada elemento
que compoem um dos diagramas do processo, mostrado na figura 2.5 do

capitulo 1, entao

u(py)

=u(p)) (—iev")u (p1) Apyy (k) (ph) (—iey”) u (p2)

Figura C.1: Diagrama representativo.

Teremos, como visto na secao 2.4, a seguinte expressao para o qua-

drado da média da amplitude:

2
=55 X X >M<+K , (©2)

/ /
61,62 61,62
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onde o sub-indice np designa “nao-polarizado” e o produto |7']2, definido no

capitulo 2, é

= [a(ph) v ulpr) Apw (k) @ (ph

onde, agora, adotamos a notagao Apy,, ao invés de A Fuv, Para denotar o
propagador no espaco dos momentos. Mais a frente denotaremos a depen-
déncia do propagador pelos momentos internos k e &’ por um super-indice
na forma Al’jy e Al’jly

Podemos simplificar este produto por meio do resultado

['EL/’YV’U]}* _ (u,)T’yo’yl’ur
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onde u =u(p;) e u=u(p;). Com essas simplificagoes, 77" passa a ser o

produto

@ (p)) v*u (p1) @ (ph) 7w (p2) AF, — @ (ph) v*u (p1) @ (p)) v/u (p2) Ak,

L I 1T

X @ (p2) Y (ph) @ (p1) v 7w (ph) AR5 — 1 (p2) v u (p1) @ (p1) v 7w (ph) AR
II7 1A%

ou seja
‘T‘ip: (IXII)—(IxIV)—(IIxIII)+(IIxIV), (C.5)

onde oculta-se o fator e o somatério. Os produtos serdo

IXIIT = a(ph)y"u(p)a(ph)y"u(p2) @ (p2) v u (py) @ (p1) 7 u (py) AL, A
IXIV = a(py)y"u(pr)u(py) 7w (p2) @ (p2) v u (ph) @ (p1)y7u (ph) Af, A
ITXIIT = @ (ph) " u(pr) s (ph) 7y u (p2) @ (p2) v u (ph) @ (p1) 7 (p) AR, A
ITxIV = (ph)y"u(p) @ (p)) 7" u(p2) i (p2) v u (ph) @ (p1)y7u (ph) Af, A

Explicitamos o somatério nas polarizagdes do segundo termo, por

exemplo:

IxIV = Z a(e’l),y,uu(el)a(eg),YVU(EQ)a(EQ),y)\u(e’l)a(q),yau(e’Q)Allijl;’;
€1,€2

/ /
€1,€2
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onde a varidvel fica implicita na forma

S
—
m
Ay
~
g
—~
)
Al
~—
o~
s
g
~—

IS
—
a
LN
S~—
Il
g
—
>—nm\
SN—
—
3
=
~—

) = w2 (py)

ul®) (ph) (C.7)

<
—
o
o~
S~—
Il

Escrevemos as quantidades em termos dos indices matriciais, repre-
sentados por letras latinas - lembrando que indices gregos sdo indices de

Lorentz e a letra k representa os momentos.

Z uf(n )’YZ ggl) ( )'Ym srejm) 7(1p)’7pqu(g7") 7(“s )’Vstut(;r )Ak Aa}m (CS)
€1,€2

/ /
€1,€2

onde o somatdério no sub indices estd implicita. Agora apenas organizamos

na forma

S bl @ el yeae@) g Ak AR (C.9)
€1,€2
€, €

onde a soma sobre os indices latinos fica oculta. Lembre-se que as matrizes

T A0 _

Sa0 spinores, ou seja: u;j = ~%u%, , com j =1 ou simplesmente Ujj = U7y =

ji

N . . . oo
ujzfy ,com j =1, pois u é sempre uma matriz linha ou coluna. Logo

IxIV = [ugll)ugzl)]%ﬁj [uﬁf%ﬁf”}m

X {u( 24 (62)} ’qu[ (1 )ﬁf;)} ’YstAk Ak v (C.10)
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Usando o resultado do apéndice E este resultado resume-se ao calculo

de tracos de matrizes Dirac:

(}”’2+M)tl v <p2+M)mp A
oM T opp e
Pr+M)y , (pr+M)

IxIV =

Js o Ak AK
X M PYij 2m PYstA/u/AJ)\
1 v A
X (P M)A (pr+ M)A A, AL (C.11)

onde o trago € igual a

Tr [y oy g |+ MPTr [ g7y
+MPTr [Py P 2|+ MPTr [y 7y |
+MPTr [y P 2|+ MPTr [ iy 7y |

+M*Tr {’y“’yagzéfy”gzigy)‘} + MATr [’y“'y"’y”’y/\} , (C.12)
que, ao expandir os termos, toma a forma

g

(PL) (P1)¢ (h), (p2),, T [7X9997777 7 17|
P1)y (1) MPTr [yt 7
) (B8) , MPTr |31y 4P
)

o (P2), MPTr [ty 1

]
7“7%"7”7%?
d

)
¢ (h), MTr [y195479P7"y
), M*Tr {

)

+M*Tr [’y“’y”’y”’y)‘} (C.13)
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onde os tragos do tipo T'r [y*1y*2.. 4% ] =0paraj=2i+1comi=0,1,2,3,...,
ja foram omitidos desse resultado.

Da mesma forma procedemos com o primeiro produto

Pi+M)y; , (ptM),,

IxIIT = s VimTaap i
(}”’2+M) L (P2 + M)
X 2M qr 77’8 p 2M oL VQAZVAI;)\

= T [ M)A (i M) ]
X Tr{(pé—&—M)'y”(pg—i—M)'y)‘}AﬁVAfi)\.

(C.14)

Neste caso o somatério nos leva ao produto de dois tracos, onde cada um

pode ser transcrito na forma

Tr [(p/l +M) ’7# (pl +M) 'YU] = Tr [(p’l,—yﬂ —|—M7N> (pl’}/o- +M,Yo)]
= Tr [(Pl)n (P1) 7Y™ + M (py) , 7Py

+M (p1), 7"y + My (C.15)

Devido a simetria na troca pj <> p5 e k <> k/, teremos os outros dois

tragos escritos como

1 4
IIXII] = WTr[(pll—i—M)fy (o + M)
X (Ph+ M) " (pr+ M)y AL AL, (C.16)
(§
1 g
X1V = g Tr((pa+ M) (pr+ M)

x Tr|(ph+ M)y (g + M) AF,AE (Ca7)



72

Em termos dos tragos teremos o seguinte resultado para a amplitude

nao-polarizada

2, = qegpa 0+ M) (4 M)A

X Tr[(ph+ M)y (o M)Y] Ay (k) Ay (F)
- wﬁTT[(ﬁ’ﬁMh”(%ﬁM)v*
(1 + M)A (pr+ M) 7] A (k) Ay (K)

+ (P ph), (C.18)

Resolvendo os tragos obtidos nas equagoes C.13 e C.15, e aqueles cujos ter-
mos diferem apenas pela troca de p’y «— p's e k' < k, obtem-se produtos
de momentos. Seguindo as consideragoes da secdo 2.4, como os resultados
das equagoes 2.41 e 2.42, depois de algumas simplificagées chegamos ao

resultado

i = 1 {2(p1-p2)2—4M2p1-p2

" 2MA L (pr—pb)P (1))
2M2(p1-py —p1-p2) + (p1-p2)*+ (p1-1))?

2

(o1 —p4)?]

OM2(py-ply —p1-p2) + (p1-12) + (p1-1y)?
2
(o1 —11)?]

(C.19)
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D PRODUTOS DE MOMENTOS

Como definidos nos graficos de Feynman das figura 2.5 teremos os seguintes

momentos internos:

/
k = pi—p
/ /
K= p1—py
De acordo com nossa escolha do sistema de referéncia, no centro de

massa, como mostrado na figura B.1 teremos a conservacao dos momentos

totais

p1+p2 =1 +1y (D.1)

que nos leva as seguintes equivaléncias entre produtos escalares:

p1-p2 = pi-ph

pL-py = pi-p2 (D.2)
/ /

b1-P1 = P2-P2

A conservagao do momento implica nas igualdades

E

m:E

p2:E

Ei=E1+E,=F

p=VE2—m2



Os produtos de momentos podem ser traduzidos como:

p1-p2 =

p1-D}

p1-p/2 =

P1-ph

(p1)o (p2)° — 51| 2] cos (180°)
E1E>+ (E2 - M2)

2F% — M?,

0 -
= (p1)o(P1)” — P[P} |cost
= E?—|pi|cosb
= FE?—E?cosf+ M?cosb

= E?(1—cosf)+ M?cosb,

(p1) (0h)° — |1 || cos (6 + 180°)
E*+ <E2 — M2) cosf

E? (14 cosf) — M?cos#,

= (P1)o (p&)o — P[P | cos (0)

= M?

74



75

E OPERADORES DE PROJECAO

Escrita assim, as fungoes, sob o somatério da polarizagdo, representam um

operador projecao, ou seja:

(Ai)ys =Y ulaf). (B.1)

T

Identificamos

(r)
u0 )= | M (£2)

(- &)n"

T
e " (p) = {u(” (p)*} 7%, A solugdo para C pode ser construida usando o

resultado 2.13:

i (p)u® (p) = |CPa" (0) (M +p) (M +p)u' (0)
= 2M|C1?a" (0) (M +p)u® (0)
= 2M[CP e (0) (M +p°4° = 5-7) ul (0)
= 2M|C)* (M + E,)a™ (0)u' (0)

= 2M|C]* (M + E,)d,s. (E.3)

Escolhemos, entao , a fase de C para que, em p'= 0, os espinores
estejam de acordo com as equagoes 2.10

A solugdo mostrada na equagao 2.6 pode ser escrita como:
u™ (p) = C (p+M)u (0). (E.4)

A equacao E.1 fica na forma

(At)ag = m > [+ ) u ()@ (0) (4 M) , (B

T
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onde
Mp) o
Sua© = [T 4
r 0 0
g0 0
0 0
_ I+
= 5 (E.6)
Assim
(Ay) . M(p+M)+1(p+M) ((p+M)y°+2E )]
Top 2M (M + E,,) 2 P) ] as
1
= o7 P+ M)ag (E.7)
Da mesma forma, definimos
_ r) ()
(A—)aﬁ - Zvé)vﬁ
1
= —m(p—M)a,a (E.8)

Estes operadores de projecdo satisfazem as seguintes propriedades

A=Ay, A2=A_, AA_=A_A;=0 (E.9)
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F VERTICES

Definiremos o fator de vértice no espaco dos momentos como:

oo = —i—i/d4xd4a:1...dflxnd‘lyl...dﬁlym
w  ePzitApnzatayi+ayit +gmym]
X L X X 0 X 0 X
57[)1 (.’L’l) 51,[}71 (.Tn) 514’1“ (1‘1)
)
7£m eraction 3y naA 7Am ) F.1
X SAT (g interact (Y1, ey tn, A1 )(z), (F.1)

onde 11,...1, sdo os campos fermidnicos e A U ALY sdo os campos ele-
tromagnéticos. As variaveis p1,...,pn € 0S ¢1,...,Gmn Sa0 0s momentos de en-
trada e saida dos campos fermidnicos e eletromagnéticos, respectivamente.
O fator de vértice no espago dos momentos serd associado com uma fun-
¢ao delta expressando a conservagdo do momento no vértice de interagao.
No entanto, ndés normalmente omitimos a funcao delta global ao invés de
expressar a conservacao de momento em momentos de entrada e saida do
vértice (BJERRUM-BOHR, 2003.).

Como demonstragao do calculo usaremos a densidade de lagrangiana

da Teoria Dualizada mostrada na equacgao 3.35, ou seja

Lint = -y { [~04060° — poba0ed™ — pb"b 0] A*
- [—aw — b — pb“baa,\a"‘} AA} VpLy,  (F.2)

Logo, quando, a inserimos na equacao F.1, teremos

N 5 5 5
T _ —|—/d4 d4 d4 d4 i[pr1—p'T2+qz3] _
X 1 Ir10 T2 T34 ITE 5w(x1) 51/}(.T2) 5AX ($3)
5 T _sra.95 — HsHpe a i E\ Ak
x §— |(—01060¢ — pOLb<ba 0™ — pb*brded* ) A
- (—aAaﬂ — b — pb“ba8A8a> Aﬂ VL, (F.3)
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onde ¢ é o momento do Foton. Fazendo a derivada funcional das quantidades

entre chaves, teremos

ry = —l—i/d4x3d4xei[px1_pl$2+qx3} (F.4)
=38 (2 — 1) { (~0100 — pOBba 00" — pbbeDeDF ) 6 (2 — w3) O

m2

— (~0n0" = pbbADD" — pbaOND™) 8 (w — w3) 03 } 8w — 2) " Ly

Pela expansao de Fourier a fungdo delta pode ser reescrita como

T, — i / o Po—p T azs] {n; [(~80¢0¢ — pottbade0”

4 .
PY by 0c0°) / éﬁlém(w—“) — (= 020" — pbDrOcO"

d'ps ;
— Pb“ba('?)\('?a)/welm(gg“)(S; v Ly (F.5)

FX — 44 / d4xd4x36i[pz—p/m+qw3]

4 4
6/ d"p1 eip1(z—1) _5u3§35/ d”ps i3 (z—23)
m2 (27’(‘)4 X (271')4

d4 . d4 .
_ péﬁbgbaﬁgﬁo‘/@ 1))3461173(90—003)_/)()%)(3535/(2 p)34ezp3(x—x3)
T T

d4p3 . d4p .
w [ 2 P8 ips(z—z3) §A 3 m 3 ips(z—z3) sA
+  O\0 /(277)46 5X+pb bﬁg@ /(277)46 5X

+ pb“baam"‘/

X

d4p3 ip3(r—x v
Wem( 3)5;] v LW} (F.6)
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Satisfeita a comutatividade entre as derivadas e a operacao de inte-

grac¢ao, operamos com a derivada sobre o integrando

d*ps /
r, = _i/d4$d4$3]ﬁel[(q+p3)x3+(p3+p—p )]
(2m)

e
X { 3 [—%‘psgp;f — PO b b ps® D3 — pbbyp3eps”

+ paapd' Oy + pbbrpsens Oy + oV bapsps6Y| ¥ Ly} (F.T)

logo teremos

d4p3 ; /
ry = —i/d4m >3 (q+ps) el Patrp)e
(o)

&
{m? [_551’3 -3 — pok (b-p3) (b-p3) — pbbyps - ps3

+  paapg' 0% + pbibapaepd 63 + pb (b 'ps)pw@] VVLW} (F.8)

X

entao
ry = —i/d4xei(q+ppl)x

€
{5 o= o8t 00 - b

+arg "0y + pbbageq MOy + pb" (b-q)r0y |V Ly} (F.9)

Integrando sobre o momento ps removemos o restante das func¢des

delta. Finalmente, integrando sobre x

. e
ry = —i (27r)4 d(g+p —p') {m? [—q25§ —p(b- q)2 5; — pqzb“bx

+ g +p(b-q)byg" +p(b-q) 0]y L} (F.10)
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onde, para o calculo de amplitudes, consideramos como vértice apenas a

parte

. . €
ry = —i {—qQLXV—I—q“qXLW} ’YV—ZWP [_(b'q)2va

+ (b0-a) (bxq" +V0x) L — 0"y Ly | 7 (F.11)

onde g é o momento do féton.
Podemos introduzir uma regra que resumiré célculos de vértices do

mesmo tipo. A partir da equacio 4.4, ou seja

o= g ot p(b-0)°] + pbebiD

— "0 p(b-0) (0" +b0") } Lag, (F.12)

podemos substituir cada derivada parcial por um fator (—iq) e obter, de

forma simples, a equacdo F.11 que, escrita de forma semelhante a essa é

= =i {g" [~a* = p(b-)*] - bV

" 4 p(bq) (P 00" Y Las. (F.13)
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